au: Er 
ER 


PR 
N 


Ba 


durch welche sich bestimmen liebe KURT, 
EN BR RAN, R 
h a 2 “ RR A r ji y Ben ns 


ri \ 
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'ie vorliegende Abhandlung schrieb ich als däs Resultat mei- 
ner Forschungen über die Theorie der Gleichungen, in den 
Jahren 1814 und 18 15 nieder, um eine Probe von meinen Kräf- 
„ten abzulegen. Da die in derselben vorgetragene Methode zur 
Bestimmung’ der Anzahl der imaginär en Wurzeln jeder allgemei- 
‚nem‘ algebraischen Gleichung, wenn gleich einer bedeutenden 
| Vervollkommnung, besonders für die Gleichungen von einem 
geraden Grade, fähig, doch nach meinem Urtheit-für alle vorkom- 
mende Fälle zureicht, welches, so viel mir bekannt ist, bis jetzt 
noch Niemand ‚geleistet hat, . so ist dieses ein hinreichender 
Grund ,. sie durch.den. Druck bekannt zu machen.. Dann dnrfte 
aber auch, was ich, durch sie veranlafst,. über die allgemeine 
Form völlig entwickelter vielgliedriser Funktionen. gedacht, als 
Anhang folgen, indem doch wenigstens der von mir. eingeschla- 
‚gene Weg, um ZU. ‚derselben zu gelangen,. neu seyn könnte. 
Was die Darstellung betrifft, so schrieb ich, wie es mir na- 
türlich: war, "wodurch diese Abha.dlung ein historischer Umrifs 
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‘meiner Bemüihungen über ihren Gegenstand wurde. .Sie ent 
sprach in dieser ‚Gestalt. ihrer ersten Bestimmung und: diese ist 
noch jetzt die Hauptbestimmung -deiselben, daher ‚die „einmal 
gewälllte Darstellung wenigstens ‚bleiben durfte, ‘dann aber 
auch mulfste, weil besondere Umstände es für mich. nöthig mach- 
ten, sie jetzt, ohne dafs ich darauf vorbereitet gewesen wäre, 
drucken zu lassen, ‚so dals ich zu einer vollständigern Bearbei- 
tung nicht.Zeit genug gehabt hätte. Undsseit 1815 5 besct Häftig- 
te mich ein Wirkungskreis, in welchem matlıematische Specu- 


lationen mir hinderlich gewesen wären.  Dals ich. aber mit 


Sorgfalt geschrieben und dadurch die dem geneigten Leser 
schuldige Achtung beobachtet habe, ‚hoffe ich, wird Derselbe 
mir nicht abspr echen, so wie ich auch hoffe, der-Gang: meiner | 
Untersuchung , welche sich auf die geometrische Betrachtung 
gründet, wird sich Ihm, wenn Er diese allenthalben, auchwo 

ich sie durch hinzugefügte Figuren nicht angedeutet: habe, dur 3 RP, s 
eigne Verzeichnung zu Hülfe nimmt, deutlich. entfalten; | 


Geschrieben im August 1810. eh 
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3. Entstehung der Gleichungen durch eine. succelsive Multiplication und Addition zugleich. I 
2. Ob und wieviel Wurzeln einer vorgelegten (Sleichung, deren Maxima und Minima älle 
"möglich sind,\ reel sind, isı bestimmbar | | 
aus der Ordnung $, in weleher.die Zeichen der Y aufeinander folgen, ıster Abschu, $. rt. 
und diese aus der Zahl a der positiven und:der Zahl b der negativen Y, $..2. E 4 
3. Diese Zahlen sind allein hinreichend, wenn die Ordnung Pbekannt ist. Bestimmung 
derselben. SER, . i \ wi \ ran x MUCE 
4. Auf diess- werden die Regeln zur Bestimmung der Anzahl der imaginären Wurzel ge- 
gründet 9. 4... ERBEN ee BEN rn 7 
5. Es entsteht keine. Schwierigkeit, wenn auch die Y nicht alle möglich sind. r 
6. ‚Obige Regeln sind nur auf\Gleichungen von Ren ungeraden Grade allgeniein anwendbar. 
‚7. Anwendung derselben auf.die Gleichungen vom gten, Zten, 4ten und Sten Grade: aler 
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für die Gleichungen vom 5ten Grade werden 3 Bedingungen gefunden . ; 19 
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8. Die gegebnen Regeln. werden unzureichend für die Gleiehimgen von ‘einem geraden. 
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Q. Die-Böstimmung der Zweiehen der reellen Wurzeln‘,.wenn die-Anzahl der imaginären be- - 
kannt ist, wird nöthig. , Sie-fliefstaus der Beantwortung der Trage: welche Y Sind, . 
wenn die Zahlen a, b gegeben sind, die positiven, welche die negativen ? 

diese-Frage wird beantwortet für die Gleichungen vom sten Grade im Zten Alischritt 26- 30 
und läßt sich auf alle höhere, sey ihr.Grad gerade oder ungerade, ausdehnen. . RA 
dieselbe-Frage wird auf eine andere Weise beantwortet ER UN i 30— 354 


ie. Die gegebne Beantwortung » ‚dient zugleich: ‚die. Ordnung %: für die Olecdmsen ven. 
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12. . Bezeichnung der Bestandiheile der RER in ini en Funktionen. 
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13. lan Form ‚der Byrne der Potenzen der Wursln;. 


Einleitung 


Yv\ enn man den Ausdruck, der in einer algebraischen Gleichung 
gleich Null gesetzt wird, überhaupt als Funktion einer veränderlichen 
Größe x betrachtet, und dergleichen Funktionen eben so wie die 
Gleichungen, in Funktionen von höherem und niedrigern Grade: ein- 
theilt, so kann man sich vorstellen, dafs alle diese Funktionen, von 
welchem. Grade sie auch sind, aus einer Funktion vom ersten‘ Grade 
entstehen, indem man dieselbe mit x multiplicirt, dann eine bestän- 
dige Größe hinzufügt, darauf wieder mit x multiplicirt und eine ‚be- 
ständige Grölse addirt, und so fort. Aus dieser Vorstellung der suc- 
.celsiven Bildung der Functionen von einem höhern Grade aus denen 
‘von einem niedrigern laßsen sich F olgerungen verschiedener Art zie- 
‚hen. Ich werde hier eine Seite aufnehmen, .nehmlich eine Metho- 
‚de zur Bestimmung der Anzahl der reellen und imaginären Wurzeln, 
‚die sich in einer beliebigen Gleichung befinden ‚mögen, entwickeln. 
Die Frage, die ich zu beantworten unternehme, kann auch so gestellt 
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werden: Wie ah, die Beschaffenheit der Coefficienten seyn, damit“ 


we *, + 
eine gegebene F unktion, in der alle vorkommenden Größen als un- 


Dear angesehen werden, gleich Null werden könne, Bag wie 


oft wird sie, unter gegebnen Begrenzungen der Coefficienten ae, 


Ex 


"werden? | | r 2 3 2 le 


Ich werde die Erörterung dieser Frage in 3 Abschnitte theilen. 

5 
Der erste wird einen Entwurf der Methode, ‚der zte eine Anwendung 
derselben auf die Gleichungen vom zweiten, dritten vierten und 


fünften Grade enthalten; ‘Der dritte Abschnitt wird die Schwierigkei- 


ten, auf welche man bei den Gleichungen von einem geraden Grade 


stölst, beseitigen durch die Beantwortung der Frage: ‚wieviel sind 
von den.reellen Wurzeln positiv, wieviel negativ, wenn die Anzahl u 


der imaginären bekannt ist? 
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Erster Ässcanıtt. 


Entwurf der Methode, 
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Der Gedanke, daßs, wenn alle Wurzeln einer. Gleichung möglich 


sind, die Maxima und Minima abwechselnd positiv und negativ wer- 
den, ist so natürlich, dafs man auch schon lange darauf verfiel, die 
Anzahl reeller und ‚imaginärer "Wurzeln aus der Ordnung der Zei- 

chen, in welcher sich die Maxima und Minima folgen, zu bestimmen. I 
Es kam also darauf an diese Otdnung ausfindig zu machen. De Gxa 


hat ein dahin gehöriges Criterium gefunden, aus dem sich, ohne. die 


% 


Auflösung der Gleichungen vorauszusetzen, entscheiden lälst, ob die 
Zeichen abwechselnd positiv und negativ sind ‚ folglich ob in der vor- 
gelegten Gleichung alle Wurzeln möglich sind; sind aber imaginäre 
vorhanden, so lälst sich aus der. von ihm bekannt gemachten Metho- 
de die Anzahl derselben nicht bestimmen; er sagt auch selbst: er se- 
he nicht ein, obgleich er reiflich hierüber nachgedacht habe, wie 
sich diese Anzahl ohne eine allgemeine Aufiösungsmethode der Glei- 


chungen) auf eine allgemeine Art bestimmen lasse. | RER 


La eh führte eine neue Idee auf die Bahn. Er leitet 
nehmlich aus der vorgelegten Gleichung eine Gleichung der Quadra- 


te der Difefensen der Wurzeln her: und zeigt, wie man aus dieser 


auf die gesuchte Anzahl der: imaginären Wurzeln. schlielsen könne; 


Seine Methode führt allerdings‘ weiter,. als die von,de Gua, ist aber 


auch nicht, . wenigstens in ihrer dermaligen Gestalt, von allgemeiner: 


Anwendung und.hat überdem den Fehler (se-wie die Methode des: 
Herrn de Gua) dals sie auf eine überdüf ise Anzahl von Bedingungs- . 


gleichungen ‚führt, ohne einen Fingerzeig.zu geben,. wie der: kleinst- 
möglichen Anzahl auf die Spur zu en ist: so.habe ich gefun- 
den, dals für die Gleichungen vom 5ten Grade 3 hinreichen: nach: 
seiner Methode ergeben sich ıo und es-ist nicht leicht, diese auf j je-' 
ne 3 zu reduciren.. Die Bestimmung, der kleinst-möglichen. Anzahl, 
der. Bedinguugsgleichungen ist aber von. Erheblichkeit.. 


Schere 
Um den Gegenstand dieser Abhandlung mit möglichster Klarheit. 


zu entwickeln, setze ich fürs erste voraus,. dafs alle Maxima und Mi- 


nima (die ich, allgemein. mit Y: bezeichne) möglich sind, und. mögli- 


chen Y mögliche Werthe der veri änderlichen Größe in.der. vorgeleg- 
ten Gleichung entsprechen. Kann.man. ein allgemeines: Griterium. 


angeben, , aus welchem sich das Gesetz (und zwar. in jedem Fall) nach 


welchem die Zeichen: der aufeinanderfolgenden Y. sich richten, , eni- 


scheiden.läßst, so ist alle Schwierigkeit gehoben.. Hinge dieses Ge- 
setz blos von der Anzahl der positiven: und. der negalıven.Y ab,. so: 


dürfte man:nur: eine: Gleichung. für Y. ableiten: und untersuchen. wie- | 


viel positive und: wieviel.negative Wurzeln dieselbe hat. Ich: bemer-. 
ke nun, dafs so. wie mehrere Y von. einerlei Zeichen auf einander. 


folgen, deren Anzahl wenigstens 3. oder. eine grölsere ungerade Zahl. 


— 
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seyn mülse; nur die beiden ersten und beiden letzten sind. davon 


ausgenommen; die letzten immer, wenn sie positiv; die ersten, wenn 
sie’ positiv oder negativ, je nachdem der Exponent.der Gleichung ge- 
rade oder ungerade ist: man stelle sich daher vor, als stehe bei Glei- 
Shungen von einem geraden Exponenten noch ein positives, von ei- 


nem ungeraden.noch ein negatives: Y vor dem ersten,-und als folge 


auf das letzte immer noch ein positives Y, so dafs man folgende 2: 


Schemate für die Ordnung der Zeichen der Y entwerfen-kann :; 


I. für einen geraden Exponenten: 

3 a ı Kine; 3 le fe: ER 4 
En hr — u v. [EZ U SE © “- , @r [ “> “€ £} °.- v or a; — =. u. 
II. für einen ungeraden.Exponenten. 
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ra Bu .r “.- eo o- - ° . o- ° o . o o . e- en — + -i- 

Jeizi kann man den allgemeinen Grundsatz aufstellen: wenn 

mehrere gleiche Zeichen.nach diesem Schema auf einander folgen; 

so kann ihre Anzahl nur ungerade und nicht kleiner als ö'seyn, und 
jeder Folge entspricht eine unmögliche Wurzel: 


Nun sind, wenn die Zahl der positiven und die der negativen 


Zeichen gegeben sind, verschiedne Fälle möglich, deren Beschaflen»- 


heit und.Menge sich jederzeit aus jenen Zahlen wird bestimmen las- 
sen.. Sind.deninach a positive;.b negative Zeichen vorhanden; setzt 
man ferner die-erwähnte Beschaffenheit d. h..die Anzahl der unmög- 
lichen Wurzeln (oder möglichen, denn beide stehen in unmittelbarer 
Beziehung auf einander) der: vorgelegten Gleichung — u, die Zahl 
der möglichen Fälle = n,.so wird’a n Werthe haben können, wenn 
man nur die Zahlen a,. b beachtet. Aber einer kann doch nur: wirk- 


lich Statt: haben; es-muls also ein Criterium angegeben werden, nach . 


weichem alle übrigen, die nicht Statt haben;,. ausgeschlossen: werden 
können.. Wie nun dieses Criterium: finden?: 


a® & 
.... Es sey eine Gleichnng vom Grade (m + 1) / 
mE Arm EB en I A Pen 
gegeben. Ihr entspreche folgende krumme Linie (Fig. :) 
Wodurch mehrt sich die Zahl der: möglichen Fälle, oder wo- 
durch wird n grölserals 1? Nur weilibei derselben Anzahl der posi- 
tiven und der negativen 'Y.eine Abscilsenlinie. denkbar ist, die die 
krumme Linie dergestalt schneidet, daßs.die Endpunkte i der gten, 
(g + z)ten, (+ Hr, (q—F g)'® überhaupt (q Ar 3 k)ren Y entwe- 
der regelmälsig abwechselnd zuerst oberhalb. und dann ‚unterhalb 
derselben fallen, oder umgekehrt, oder. bei einigen Paaren das eine, 


bei andern das andere:Statt findet. "Es kommt: also.alles auf die Be- 


stimmung, dieser Ordnung, :die ich. mit ® bezeichnen will, an. Sie 


ist das gesuchte Criterium. Mit einem Wort: die Anzahl der Folgen 
und Abwechselungen der Y,:also auch der imaginären Wurzeln wird 
durch a, b und 3 völlig bestimmt. .Die Frage ist also, in welcher 
Ordnung sind die oben genannten.Punkte i ver theilt, oder wie lälst 
sich ® bestimmen? Siehe Fig. 2. 

Man habe eine Gleichung X” = o vom Grade m, in der oo, 4, 


9,12 überhaupt 4.k imaginäre Wurzeln sind: der Anfangspunkt der 


Abscilsen sey zwischen dem ersten und letzten Y enthalten, man er- 
F ; 
höhe X’ um einen Grad, indem man mit x. multiplicirt und addire T; 


der so erhaltene Ausdruck sey derselbe, .den ich mit (ı) bezeichnet 


habe: hieraus sieht man, wie® von X’ abhängt, wenn in (ı) das be- 
) gi; 


ständige Glied = o ist und der.Anfangspunkt die erforderliche Lage 
hat; da nun durch Hinzufügung der beständigen Grölse die Natur der 
krummen Linie nicht geändert wird, so lälst sich Baus X bestimmen, 
wolern in (1) der Anfangspunkt der Abscilsen vorher gehörig be- 
stimmt ist. Hat man also eine Gleichung, wie (1) vom Graddem + ı 


> 
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zu beurtheilen, so setze manx —=y + p’, bestimme p’so, dafs, wennman- 
das letzte beständige Glied abzieht und dann durch y dividirt, die so er- 


haltene Gleichung 4 k imaginäre Wurzeln habe, ,wo k jede ganze po- 
sitive Zahl, 0 mit eingerechnet, bedeuten. kann;: alsdann ist # für 
den Grad m- ı durch a,.b ü.k völlig.bestimmt;.k aber kann auch 
jederzeit bestimmt. werden. indem’ man, . weiter: fortlahrend immer 
auf eine Gleichung von einem niedrigern Grade kommt:- 

Wird es immer möglich seyn p’ auf die gefoderte Art zu bestim- 
men, nehmlich.dals X’ — 0 entweder: keine-oder: nur-4, 8, 12, 4k 
imaginäre Wurzeln habe ?. Siehe-Fig. 3.- 


Man denke sich durch jeden Punkt i eine‘ der Abscißse paralleel 


RE 


gezogene Linie a, a, a”, a” . .;Jjetztdeuke man sich den Anfangs- 
punkt der Abscilsen edeirch die Substitution von. y — p’ statt x) so 


geändert, dals für y = oder Endpunkt der entsprechenden Ordina- 


“ te zwischen die am wenigsten yon einander entfernien:Linien a, a’ 


... falle;: da dieses: nun immer möglich ist und bei- dieser Bestim- 


mung von p’, wenn man ssich nun die Entstehung. von (ı) denkt, a, b 
) 


‚nicht anders dieselben verbleiben können,. als wenn auch die oben 


gefoderte Bestimmung von p’ mög glich ist,. so: folgt KR dals sich 
p’ stets auf die gefoderte Art bestimmen lafse.. 
a. Se 
2. den vorhergehenden Betrachtungen flielst folgende Meihöde 


zur Bestimmung der Änzahl.reeller und'i imaginär er Me einer ge- 


gebn en Gleichung. 


Es sey eine Gleichung X —=°o; nehmlich 


am HAxmıı HBam-s Hoxums 0... +T=o 


gegeben: 
1; I. Man’ entivickele aus. den‘ Coefhcienten: A, B... eine 
Gleichung für Y, folgendermalsen:' Man bezeichne die Wurzeln 


i a 


8. 


von = —= o mit &; die Summen von & und deren Combinationen 
sind dureh die Coefhcienten gegeben; man setze EY’ = "EX und 
substituire '& &’ statt £ xv und deducire aus den & eRR die Goellicien- 
ten der-Gleichung für Y 

Aus le Oo en bestimme man a, b und daraus die 
Zahl der:möglichen Falle u. \ 

II. Jetzt sebstituire man, wenn n> ı,d. h. wenn mehr als 
+ Fall denkbar ist, y + .p’ statt x, ordne nach y, ziehe daraı) 
das beständige Glied ab und. dividire durch y; man erhalte so: 
yazı Ip yazı: -ymurs... nn. ven 

Man erhalte für diese die Bedingungen L,L,M,N . . . .un 


ter diesen wird sich stets eine L finden, die schon in den Bestimmun- 


gen von:a, b enthalten ist (welche lälst sich nach dem Geist der Me- 


tliode leicht entscheiden). 
‘IH. Nun ist nur noch übrig p’ a eine schıekliche Art zu bestim- 
men oder wegzuschaffen. Man nehme für p’ eine der VFurzeln 


von X, das heisst man elimenire P mittelst X = 0. 


Ich habe bisher vorausgesetzt: | 
ı) dafs alle Y möglich sind. 


2) dals möglichen Y mögliche "Werthe von x entsprechen. 


Beides ist nicht immer der Fall. Wie nun das Stattfinden oder 


Nicht Stattfinden dieser beiden Fälle entscheiden ? 


1 5 
7, 0, auf. die in andern. Schriften schon gelehrte Art, entsehei- 


den läfst. Ich behaupte aber, dals man diese hei Gleichungen von | 


einem ungeraden .Grade nie.zu Hülfe zu nehmen braucht. -Die 
Wahrheit dieser Behauptung wird aus der Anwendung einleuch- 


Fürs erste geht herver, dals sich beides aus der Gleichung 


« 


I 
ten. Die Betrachtung dieser Gleichung kann auch bei Gleichun- 
gen von einem geraden Grade umgangen,werden, nur nicht immer 
mit Ersparung von Mühe. | 


Zweıter Asscanıte. 


Anwendung der im ersten Abschnitt entworfenen Methode auf die 
Gleichungen vom zweiten, dritten, vierten und fünften Grade. 


p 
Se 


Es liegt im Geist. meiner Methode vom niedrigsten. Grade anzu- 
fangen, daher schicke ich als F undamentalgleichung aller: folgenden 


. eine Gleichung vom ersten Grade voraus. Da auf dieser alle folgen- 


de Gleichungen von höhern Graden beruhen, so mache ich in die- 


‚sem Paragraphen als dem F undament aller Folgenden mit Willen 


‚keine Voraussetzung, selbst die nicht, daß die Coeflcienten und das 
beständige Glied möglich sind. ‚In den Gleichungen vom 2ten u. hö- 
hern Graden werde. ich der gewöhnlichen Voraussetzung folgen, dafs 
nehmlich die Coefhcienten und das constante Glied mögliche Grölsen 
sind. | \ | | 


/ | 
Es sey eine Gleichung vom ersten Grade gegeben: 
A x—-p=o(ı) 
‚Hier ist nur eine Wurzel und die ist immer. möglich, sobald p 
möglich ist, d. h. so wie p? möglich und positiv ist. ‘ Daraus folgt, 

dals x möglich ist, eu eine aus (1) ‚hergeleitete. ‚Gleichung für x? 
lauter positive und mögliche W. urzeln hat. | 
> Diesem an sich bedeutungslosen Satze mulste hier ein Platz ein- 
geräumt werden » weil er von Einfluls auf die Folge ist. 


2 
A x Ä - 


ST Dr. 
. Ueber‘ die: Gleichungen .vom’2ten Grade. 
Hier wird die oben.mit X —=°o bezeichnete Gleichung 
| w—pı-g=c @)) 
, Deducirt'mansmittelst _— = o'eine Gleichung für Y. (davon die 
Bedeutung oben:erklärt ist) so'erhält-man: 
! ER 

Hier ist'nur ein: Fall möglich ,.nehmlich wenn’Y'negativ ist, so‘ 
‚sind‘ beide Würzeln. möglich;:unmöglich: sind sie, wenn dieses der 
Fall nicht ist. Demnach.sind beide Wurzeln möglich oder'nicht, je’ 
nachdem £Zp?— q >o oder < oist.. Wenn man daher nach dem 
Gange’ der. Methode noch die oben mit X’ bezeichnete Gleichung in. 
Betracht ziehen ‘wollte, so mülste man nur‘ dieselbe Bedingung erhal- 
ten:oder doch eine in dieser: enthaltene... Man setze nun, um X” zu: r 
‚finden y + p’ statt x; dieses giebt 


+ (zp—-p)yt pP? —pp Hg 


Das beständige Glied abgezogen, durch y dividirt und = o ge 
setzt giebt 


9 ne 
gi: ist möglich, wenn (2 p — pP)? möglich und positiv ist, 4 h. | 
wenn'man paus4p®—ıpp-t p=y wegschaft, so muls die 
erhaltene Gleichung lauter mögliche und. positive Wurzeln. BADER 
($. 2). Man nehme. wie oben VORSEBENLIEDER, für p’ eine der Wor- 


zeln von (2) d. h. man eliminire p’ mittelt ? -— py y= 

Dadurch erhält man P? = — 4q I. p2;: das 4 M + p: mög- * 

lich ist, versteht sich von selbst, lolglich wird geiunden & p? en RR 

> o wie zuvor, wenn beide Wurzeln möglich sind. ee N 
, ce Ä I | | , 


_ 


$. as 
Veber die Gleichungen: vom dritten 'Grade. 
Ich nehme der Kürze wegen an, .man .habe das zweite Glied 
weggeschaft, so dals also X-— o hier. bedeutet 
34 qgx— ro; 6) 
Eliminirt man hier mittelst = — o, so, findet. man für Y die 
Gleichung _ | ‘ 
ae P+2SrY+r+4Gg=o 
Hier ist, wenn die Zeichen von Y bekannt sind, ebenfalls nur 
ein Fall denkbar, nehmlich alle Wurzeln in (3) sind möglich, ‚wenn 
ein Y positiv, eins negativ ist, ein Paar i eh ,‚ wenn .dieses nicht i 
der Fall ist; "che; je nachdem ’Y Y’ oder — .}- (# q5.< 0. oder > o. 
Weil auch hier nur ein Fall möglich. ist, so kann auch hier X’ 
keine neue Bedingungen aulser.. der gefundenen hergeben. Man de- 
ducire nun, um sich davon zu’ überzeugen, Be von X; y-+ pf statt 


x substituirt giebt 9 


aan) EN ar al ar det DI re u u Dean 
woraus man findet X = 
| ee ra ne an a 
Man nehme für p’ eine der Wurzeln von (5). Die Wurzeln die- 
ser Gleichung müßsen nun möglich seyn,.wenn (3) lauter mögliche 
Wurzeln haben soll; von letztern sind hingegen zwei unmöglich, sobald 
erstere unmöglich sind. Dieses giebt ($. 2) die Bedingung 
u le Re eh Bo RR 
r es ouer ° 
| —apimtgee 40 
wo oa, welche Wurzel von (3) p auch bedeute, positiv ist, wenn 


alle Wurzeln von (3) möglıch sind; negativ oder imaginär (nehmlich 


ein Werth Head 2 imaginär) wenn zwei Wurzeln i ‚imaginär sind. Da 


# 


i2 


nun, wenn 'man ın (l) p’eliminitt, a auf den dritten, folglich einen 
ungeraden Grad mit inöglichen Coefhicienten steigen muls, da ferner, 
wenn imaginäre Wurzeln in (3) vorhanden sind, nur ein Werth von 
& negativ wird, die beiden andern aber imaginär werden,. deren Pro- 
dukt also positiv ist, so wird: das Zeichen: des letzten beständigen 
Gliedes die Bedingung für die Möglichkeit der Wurzeln in (3) seyn. 
Durch die Elimination erhält man 
> +24®+ 7% I u u . 

Das letzte Glied muls negativ 3 positiv seyn, je nachdem & 
lauter positive Wertihe, oder einen negativen, d. h. (3) lauter mög- 
liche Wurzeln .hat oder nicht; dieses giebt wie oben die Bedingung 
2724 (23 <oder>o. 

Mann kann auch bis auf eine Gleichung’ vom ersten: Grade zu- 
rückgehen.. Man verfahre zu dem Ende mit 2 + 3p'y + 3p? + 
a o noch nach dem Gange der Methode. Man schaffe der Be- 
quemlichkeit wegen das zweite Glied weg, wodurch'man erhält: 

y„2—o=o el 
he Man substituire y° +7, so giebtX’, 
+2=’= 

Für 7° eine Wurzel von X, = o genommen, giebt wieder 
“> o, wenn alle Wurzeln möglich seyn sollen. 


S. 4. 


Ueber die en vom vierten Grade: 
Flier. st X 
“ aw—ıxts=o (4) 
‚Erste Auflösung: t ' 
Eliminirt man x REN, Aue = 0), so erhält man für Y folgende 


/ Gleichung 
2ePPE FOOT EB (D' , 


z 
DE 
©) 


wo 
P= 3—;:qQ; Q + +a@ a —sp: 
R=s6— iq) Ar rue —- EL) ar 

Für die Coefitienten von x muls es eine ek ndhrere Bedin- 
gungen geben ‚ welche die Grenzlinie zwischen der Möglichkeit und 
Unmöglichkeit eines oder mehrerer Paare Wurzein ausmachen. Es 
kommt nur darauf'an diese Grenzlinie zu finden. Jedem Paar Waur- 
zein entspricht wie bekannt, die allgemeine Form &«* Yß, www, ß 
möglich sind. Ist ein Paar gleicher Wurzeln vorhanden, so ver- 
schwindet das Radıkal, sind 2 Paar gleicher Wurzeln da, so ver- 
schwindet‘ entweder das Radikal oder das Radikal ist in jedem Paar 
Wurzeln sich gleich; jedes Paar.gleicher Wurzeln ist immer möglich, 
sobald die Y alle möglich sind, und ihnen mögliche Werthe von x 
entsprechen, unmöglich, so wie das nicht der Fall ist. Demnach ist 

ı) eine Grenzlinie in’der Möglichkeit der Wurzeln von (I) und 
ax. 
dazu suchen. 

0) eine zweite Grenzlinie istin der Gleichheit j je zweier Wurzeln 
zu suchen. Denn waren 2 Paar gleicher Wurzeln in X möglich, so 
werden, sobald die a lanten sich von’ den dadurch bestimmten 
Grenzen entfernen, entweder alle 3 Werthe von Y positiv, oder nur 
ein Werth positiv, oder 2 positiv, oder alle 3 negativ. Im ersten 
Fall werden alle Wurzeln von X: imaginär, im zweiten alle möglich, 
im dritten und vierten 2 imaginär. Und hiemit sind’auch alle denk- 
baren Fälle erschöpft, wofern Num. ı schon in Betrachtung gezogen . 
ist. Soviel Paar Wurzeln‘in (4) gleich werden, soviel Werthe von. 
Y werden = o. Dieses giebt für die Coeflicienten-2 Grenzen, nehm- 
liehR = 0; undQ='o. Weil durch die Wegschaftung des zwei- 
ten Gliedes der Anfangspunkt der Abscilsen so versetzt wird, dafs die 
Summe aller 4 Wurzeln —= o ist, so kann X nur lauter gleiche und. 
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RR AN "Wurzeln”haben, «wenn Q—= 0, R= o; folglich 
muls alsdann auch r = o seyn. . (Siehe Fig. 4 und 5). .Um nuı zu 
wissen, ob alle Werthe von Y möglich sind oder ‚vielmehr. nur ob. 
möglichen Y mögliche Werthe-von x entsprechen, weil ersteres eine 
unmittelbare Folge von letzterem ist, urtheile-ich folgendermaßen: 
in X werden alle Y möglich seyn und ihnen mögliche W erthe:von..x 
entsprechen, wenn dieses in x3-- qx der Fall ist; dieses kann aber 
nur seyn, wenn x®-- q einnegatives Y hat, (Siehe Fig. 6 u. 7) folg- 
lich muls q< o seyn. | i i 

Q.= o.und R== 0 giebt erstlichs —2 q2 =. Durch s wird 
die Lage der Abscilseniinie unmittelbar bestimmt; da nun, wenn 3° 
‘Paar gleicher Wurzeln vorhanden sind, nur-eine.Lage.der Abscilsen- 
linie denkbar ist, so muls es für s nur. eine mögliche ‚Grenze geben 
d. h. die Grenze von s.muls durdh eine -Gleichling g,.wo s nur auf den 
ersten Grad steigt, bestimmt-werden können. »:Um nun:zu sehen ob 
- s mehr als einen möglichen Werth :habe (denn wenn dieses der Fall 
wäre, so würde nicht s— # q== o, sondern .diese Gleichung noch 
mit einer andern -multplicirt die gesuchte -Grenze seyn) so dividine 
man Q und R durch s— # q? und setzes=« q’; man wird so 'erhal- 
ten, wenn man in R für r seinen durch Q.= o gegebnen Werth sub- 
stituirt: | 


: 34270 Ph 
also ist &, folglich auch die andern Werthe von s unmöglich. 

Wenn R>o0,Q0<o,so sind nothwendig alle 4 Wurzeln mög- 
‚lich, denn alsdann hat (1) nothwendig 2 negative, .ı positive Wür- 
zel: dafs möglichen Y mögliche Werthe von x entsprechen, war 
durch die Bedingung q’< o ‚gegeben: wenn alle Wurzeln imaginär 
sind, so bleibt R Berlk > 0; demnach kommt.es nur noch auf 


den Werth vonsan, oballe Wurzeln möglich oder unmöglich wer- 


“ = 15 


den: die Grerize für s mufs so beschaffen seyn, daß’ R, wenn s sich 
um unendlich wenig ändert, sein Zeichen nicht ändere, diese Aen- 
derung möge positiv oder negativ seyn,.aber Q,- P ihre Zeichen so 
"ändern, daßs,,:wenn bei einer positiven Aenderäng von: s alle Wer- 
the von 'Y positiv wurden ‚.bei einer negativen 2 Werthe von Y ne- 
gativ werden: ‚Q >:0; hr 0 gab a 2.9° =: o,. und’ dieses 
ist auch die gesuchte Grenze für s, indemsie die eben gefoderte Be- 
"schaffenheit hat, wie leicht zu sehen ist, , wenn.man's um: unendlich 
“wenig ändert.. R, s— #.q?, q, entscheiden alle denkbaren Fälle, 
. dalrer hat man auch-hier nicht uöthig X” zu betrachten.. Ja, wenn 
‚, man nicht vorher" ausgemacht hat,. ob es wenigstens‘ein Paar mögli- 
cher Wurzelnin X giebt, so käme noch eine nene Betrachtung hin- 
zu, nehmlich nicht'nur ob die Wurzeln von X’ ='o möglich sind, 
sondern auch ob es mögliche Goefücienten derselben’ giebt; ‚und die- 
ses-gilt von allen Gleichungen von einem: geraden: Grade... Die dar- 
aus entstehenden neuen Schwierigkeiten werde ich im'3ten Abschnitt 
 heben.: Hier’ will ich im Vorbeigehn noch einen andern Weg zeigen, 
die Anzahl der imag.. Wurzeln :in den Gleichungen vom 4ten Grade‘ 
zu bestimmen. | | ns 
Zweite Auflösung (Fig. 8) £ 
| Wenn alle Wurzeln möglich seyn sollen, .so muls Y positiv, Y, 
Y” negativ seyn; d. i..Y Y’ Y” muls positiv, Y’-+Y” negativ. seyn. 
Y’ -+- Y” wird stets negativ, ‚wenn man statt x substituirt y — p,, dann 
y einmal positiv, einmal negativ, ‚sonst gleich nimmt, und beide Wer- 
the, welche X dadurch erhält, .addirt, darauf p, und y so bestimmt, 
dals diese Summe ein 'Kleinstes. wird. - | Es mıuls demnach erstlich p, 
so genommen werden, dafs die Funktion : 
SU ED Be Da Ep. 51, 
die kleinst- möglichen Werthe gebe; dies geschieht, wenn der Coef- 


kin, R 


id Er 


ficient von y® den grölst-möglichen negativen "Werth ‚erhält; dies 
sieht p, —=oundq<o. Jetzt muls y?2 so genommen werden, daß 
(Il) ein Kleinstes wird; dies giebt? = — % q. Diesen Werth sub- 
stituirt giebt: | 
30:74 

welche.Grölse demnach negativ seyn mulßs, wenn alle Wurzeln mög- 
lich seyn sollen. Be R 

So erhält man wieder die Bedingungen 

we R, + 4.0°,4-- 
Dritte Auflösung. (Fig. gu. ıo) 

Noch kann folgende Betrachtung dienen, die übrigen Bedingun- 
gen zu finden, wenn R bekannt ist. Man zerlege (4) oder X in 2 
x+1 qx?-- s; (1) und rx; (2) "se 


4 Durchschnitte sind überhaupt nur denkbar, wenn q< o; wenn 


Theile, nehmlich 


q>-0so sind nur 2 Durchschnitte von (1) mit irgend einer geraden 
Linie denkbar. .Da in (1) sich nur gerade Potenzen von x befinden, 
so ändern sich .die Ordinaten von beiden Seiten des Anfangspunktes. 
der Abscilsen A gleichmälsig, daher kann es nur 4 Durchschnitte der 
beiden Linien, welche (:) und (2) repräsentiren, geben, wenn (ı) po- 
sitive und negative Werthe erhalten kann; dieses kann nur seyn, 
wenn 3 q? — s> 0; ist dieses nicht der Fall, so kann es gar keinen 
Dürchschnitt geben, .denn vermöge R> o giebt es nur 4 oder. keinen. 
Sn N 

Ueber die Gleichungen vom 5ten Grade. 

xXz= o giebt.hier | | 

»stgi— re? ı-sx—t=o; (h) 

Erst bei den Gleichungen vom sten Grade ‚reicht man mit-den 


Coelücieuten der Gleichuug für Y nicht aus, wie man sich entweder 


) 


17 
aus der geometrischen‘ Anschauung (Fig. ıı u..12) oder aus der An- 
wendung der im ersten Abschnitt $.-2. erklärten Schemate überzeu- 
gen kann.‘ Man mufs nothwendig zu X’. seine. Zuflucht noch neh- 
men. — Die Gleichung.für Y ist hier folgende: 
Y—-PY+HOY—RY+ 8000 
wo. P == Er 
= Gr gr + 6e+ 278 Sqe+it Ts 
R=—4u+12 2 gr h peter gtge a2 ge re egire]e 
pr Egbert +128g: Ps gr} rH 
s=u—grc + Bert iger Hip tgl 


+ ns ge Y in ee BER Pages + Sr 2 
5+ "8 


43 53 
m 2BegEr — a qirs]i + an girt- E- sn q7ı, 
UTE 
+ 226 Be. an De gem e gt u gr 
56 55 er | 
+ ug are + sm grs 
55 BAT BE / 


) Eine nähere ‚Untersuchung der»Coeflicienten zeigt, daß 2 aus 
denselben genommene Ausdrücke hinreichen, um ‚die Zahl der po- 
sitiven und die der negativen Y zu.bestinnmen, nehmlich.S und : ; in- 
delsen hat man diese Zahlen nur innerhalb. gewisser Grenzen zu wis- 
sen nöthig, so dals S sehon hinreichend ist. Wenn alle Wurzeln in (5) 
oder X = o möglich sind, so sind 

1) 2 Werthe von Y positiv, 2. negativ. 

2) i fällt zuerst oberhalb, dann unterhalb der Absciß»alinie. 

3) alle Y sind möglich u. ihnen entsprechen mögliche Werthe von x. 

Wenn das dritte Statt findet, so ergiebt sich das erste aus den 
Zeichen der Coefhicienten in ®; ; das 2te aber und zugleich auch das 
dritte ai sich aus X”. | ! ,$ 

x | 3°, 
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Wenn 2 Paar Wurzeln von Xeo imaginär sind, so sind ent- 
weder | x 
ı) alle Y von einerlei Zeichen, oder ko 
=) zwei Werthe von Y positiv, zwei negativ, aber i fällt zuerst 
unterhalb, dann oberhalb der Abscißsenlinie; oder 
3) den Y entsprechen unmögliche Werthe von x. “ 
Wenn 2 Wurzeln imaginär, 3 3 möglich sind, so sind 5 Werthe von 
Y von einerlei Zeichen, der u von: RER TS Zeche als 
diese 2. 
"Wenn alle Wurzeln von (I) von einerlei' Zeichen , oder.2 posi- 
tiivg 2 negativ sind, so ist $ in beiden Fällen positiv; ebenfalls wenn 
in (I) sich imaginäre Wurzeln beiinden;,S > o giebt daher 2 denkba- | | 
re Fälle, nehmlich: entweder sind.alle Wurzeln von X a möglich, 
oder 4 imaginär. ‚Die Zahlen der positiven und negativen Y in en- . 
gere Grenzen einzuschlielsen, ist unnöthig, weil, wenn auch bekannt 
- ist, .dals 2 positiv, .2 negativ sind, doch noch immer die‘2 "Falle denk- 
bar bleiben, dals entweder’alle Wurzeln möglich oder 4 imaginär 
sind. Um num zu entscheiden, welches von beiden Statt findet, de- 
dacıte man X. y Hp’ statt x substituirt giebt | RR 
SHsPr + F)y+lof® +3 Nny+ 
or EBSgpt— arp Fa y Ep? Hap pi ep te 
Das letzte Glied abgezogen, durch y EiVidEN und dann das zwei- 
ve Glied weggeschaft, giebt: 
ag —rTz Mur ‘= 0;(X) 
wg=$3pP’TgY=r—3g4P—:P .. 
| ‘hp +ragp“—Irp+eE 2 
. Man nehme für p’ eine der Wurzeln von X.= 0; nun wird 
X=o lauter mögliche Wurzeln haben,. wenn die Wurzeln von 
X alle möglich sind. Man bezeichne mit y die zu X gehörigen 


» 


ag 


"Y, so erhält man aufser S SonohYYvY>or YY<o g<o, 
Nun können, wehn yYY” >0 nur entweder 4 Wurzeln möglich 
oder 4 unmöglich, seyn; eben dies ist der Fall, wenn S> o ist, 
demnach ist die Bedingung YyY’ > o schonin’S> o enthalten, 
fällt also weg. * Ferner ist bekannt, daß statt der Bedingung 
B5 yy' <o auch !+—4g”<o gebraucht werden kann. Demnach, 


wenn alle Wurzeln von X =.o möglich seyn sollen, sind FOlEERE 
de3 Bedingungen, und nicht. mehr, nöthiz. 
s>o 
” ‚s' Be g® 2 ö | 
are ix ie, ri 
In iR beiden fetztärt befindet Sch auch p; um dieses wegzu- 
schaffen, setze man! — i=o;gq=ß und eliminire dann pP’ mit- 


telst der Gleichung p® a qp? — rp? sp —t=o. Man 
wird dadurch für & eine FIT AUBS vom 5ten Grade erhalten, für - 
ß ‚gleichfalls: sie Bögen seyn 


a“ 


7 PEN HELREE ar ad a. HE un” —a. a... Oo 
B—ER. HERR. BEREIT BHEBERB".B-P.PR’RB"R"—o 
Diese beiden Gleichungen werden lauter negative mögliche 
Wurzeln haben, wenn in X = o alle möglich sind, eine positive 
und 4 imaginäre, wenn in X = o 4 imaginäre Wurzeln sind. 
Das Zeichen des letzten Gliedes in beiden Gleichungen wird an- 
zeigen, ‚welches von beiden. Statt findet. Demnach erhält man, 
wenn alle Wurzeln von X = o möglich sind | 
Be ; S>o | 
una" —<o;  BBBR”R” <o 
Bleibt S > o, ändern sich .aber die andern. Bedingungen bei- 
de (ni eine, so sind 3 Paar "Wurzeln imaginär. 


n 


- 


RT i 
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Sind 2 Wurzeln möglich, fe imaginär, so wird S < o. 

Wenn :man.: für: q’, .s. deren. Werthe aus X’ \nimmt, ‚eo er- 
hbältimans ' | | j 

7 ET ’a ® 

B=ip°+g 
erh a ten Henn 


Daraus:p' mittelst p? + qp®—rp® +sp—t=o eliminirt, , 
siebt, ‚wenn man .ßBÄ!B" RB” ß” mit C’ bezeichnet 


EHE CSEH rt eg-ıirgth5er 


Beispiele. 


Es seyn die Faktoren-einer-Gleichung!vom 5ten: Grade x -+z, 
in zZ, xTr o.. In{dieser werden alle Wurzeln möglich seyn, so- 
"bald.z, z/. negativ;.4. werden. imaßinär seyn, , sobald z.und z' positiv. 


sınd.- 


+. (2) (&®-$2) (x + «) a | 
Start te + a 0. (2 4 z) xt zzx er zeig 
Man: setze x = "24 zZ = — 0,1; 22 = 0,001, 80 
dals z und ‘2’ negativ‘ Ka möslich, folglich auch alle Wurzeln der 
Gleichung möglich sind.. Man erhält 'so:: 
x —xt— 0, 1X% 4-0, 1x? 0,001 2 0005, am 


— 


*) Kal all ill ylW /_wofür-ich” B setze, in Coefficienten‘ der‘ Gleichung‘ X — — o' zu berech- % 
nen ist weitläuftig; :ich‘ verschiebe diese: Rechnung-noch, weil ich künftig vielleicht für sol«- 
che Ausdrücke für die Berechnung je Formeln finde. - Ist ro, so ist. a 
BE (Ams —ı2)2 HYicmto, YZL+M+N; B=HFI; Lo ı +erfH PEN 
bh; M— ER en Gre)ea’iH=;+ 4e+3f+2g +h; IS=(10 #4e% 
fHroc)e;e—22; far 2b; Be 2A: hob ae — 4; m 4; b=l’c=ss 


I 
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Das 2te Glied weggeschaft eiebt ' Ä ne: 
y>— 0,53? — 0, 12y°4-0,005y + -0,00112 = o; (MI) 


Lälst man zz’ ungeändert, und seizt z--z = -- o,1ı, sadals 


zundz’ positiv, folglich‘ 4 Wurzeln imaginär werden, so ändern iq 
(II) der zweite und.dritte ‚Goeflicient'nur-ihr Zeichen, . daher man 
erhält: | 
B— xt 4 0,1 —onıX" na —-0, 001 =0; 
Darin. das zweite ‚Glied wegg eschalt giebt‘ 
y% — 0,5 7° — 923° — 9, 051y—0,00528 = 0; (IV) 
Dals sowohl (II) als (IV) S > 0 giebt‘ ist eine zu ‚bekannte 
Sache; .der:Ausdruck.S befindet’sich schon. in andern Schriften als 
daß die Berechnung‘ davon hier nöthig. wäre ; aber m 5 C’ aus (II) 
die Werthe der Coefäcienten substitairt giebt,. wenn man die De- 
cimalstellen: aulser' Acht lälst: : | | 
B50C.= — 116 +’ı,....also < 0 
‚Substituirt man’ statt" der. Coeflicienten deren Werthe aus (IV), 
so erhält man, wenn ..man die -Decimalstellen aulser Acht läßt: | 
n5C.= 17 Hr also >>o 
Um'nun en B an die Rechnung zu halten, nehme man 
p*-+ 22 gp®— 1% rp! + —— ee nu ‚ welches keikerät o werden 
muls, wenn man die Werthe der oe knten aus (I) nimmt; 
für p’ die Wurzel-* von ge gesetzt, „giebt 


pP! erg 4og6;33q4pP” =— 0, 227555... 


1örp’ =: — a 
: ER ENDE ZZ — 09,08, 17774 
45» ep y no, 411733 » N 
also x = — 05.002133... . folglich <o wie ah ‚ die übrigen 


Wurzeln von‘(IlI) sind sämmtlich' kleiner’als &, .so daß leicht zu 
übersehen: ist, ‚ dals die übrigen alle negative: Werthe für & geben 
werden, so dals man also B<.o erhält. | 


= j \ f BN 
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Um «auch in einem entgegengesetzten Fall: zu betrachten, 
setze man. zz = 0,011; dann werden 4 Wurzeln unmöglich, wenn 
z-+-z denselben Werth behält; zugleich hat diese Aenderung von 
2.2 Ach unmittelbarsten Einfluls auf -das Zeichen von &, wie sich 
aus der a der Gleichung abnehmen läfst; ıman er- 
hält so ( | 

y—0,5yP?°— 0,12y° + 0,015y — 0,00688 = 0; (V) 

Die Aenderung von s bringt in dem zu (UI) gehörigen Werth 


y 


von » eine, Aenderung hervor, welche = $#. 0,01 =o ‚01422. so 
dafs man für (V) erhält. x = — o, 002135 — D,/OIA22 00. oder 

at 012... folglich > o,,wie nöthig, da 4 Wurzeln 
jmaginär, sind... ;. \ i 
Bemerkungen über die 3 Re ee. unter  deneh 4 

oder 2 Wurzeln einer Gleichung vom Sten Grade: ima- 

ginär werden. | 

Um zu sehen ob sich die Bedingungen S B, C’ noch simpli- | 
ficiren ‚lalsen, urtheile ich so: wenn 2 Wurzeln imaginär werden, 
so wird S < o und dann sind für t vier Grenzen möglich, folglich 
kann S um keine Dimension erniedrigt werden:, erden alle Wur- 
zeln imaginär, so können die Grenzen von t ebenfalls durch eine 
Gleichung vom ‚sten Grade ausgedrückt werden, denn allgemein, 
wenn die Gestalt der krummen Linie vom & sten. Grade nicht durch 
eine besondere Bedingung eingeschrän] kt wird, kann t zwischen 
den Grenzen b, b* und über die Grenzen a a ‚hinaus fallen, Sie- 
he Fig. ı3.,. welchen Begrenzungen eine Linie vom 4ten Grade 
entsprechen würde, Fig. 14. Also auch die Anzahl der Dimensi- \ 
onen von .B kann nicht erniedrigt werden. 

Die 3te Bedingung C’ entschied blos ob in Her Gleichung die 
X alle möglich waren, und ihnen mögliche Werthe von x ent- 


ea 


Er Zn 


sprachen; hiezu ist es ganz gleichgültig, welchen Werth t hat, 
‚folglich muls diese Bedingung ohne t dargestellt werden können. 
‚Um dieses zu ‘untersuchen, frage ich erstlich: sind in der Glei- 


chung: # £ gX® —rx”+-sx =y (ı) alle 7 möglich, und ent- 


sprechen ihnen mögliche Werthe von x, wenn dieses 'der Fall für 


#* Fge—rı #s=y() 


ist? Wahr ist. es, wenn in (2) alle Y möglich sind, und denselben 


mögliche Werthe von x entsprechen, dals alsdann auch in (:) al- 
ie Y möglich seyn und ihnen mögliche Werthe von x entsprechen 


 werden,-wofern nur's die hiezu erforderlichen Grenzen nicht über- 


steigt. Aber findet dieses in (2) nicht Statt, so folgt daraus noch 
nicht, dafs dieses in (1) gleichfalls nicht Statt findet. Denn es 
entspreche der Gleichung (2) die krumme Linie Fig. ı5. Ich setze 
den Fall, dals.y ein Maximum oder Minimum werde, wenn Y’=x 
wird; es sey, wenn x um — z wächst, die Abnahme von y’ — ey 
so kann man setzen -— y = (y' 99V —-— )=y?-+ (@—z) 
y' — zz‘. Dieses fing dadurch an abzunehmen, dals (2—z)’y” 
< z2’z war, es kann daher wieder zu wachsen anfangen, wenn 

22< (2—z'°y”, welches beides bei dieser Gestalt der krummen 
Linie Statt. finden kann ehey = — 0 wird, so dal y 4 mal ein 
Maximum: werden. kann, obgleich y’ nur einmal ein Maximum 
‚wurde. 


4 


Jetzt stelle ich mir vor, es’sey noch keine der Bedingungen, 
unter denen alle Wurzeln in X = o möglich. sind, gefunden. 


Man nehme mit X die dort gelehrte Verwandlung vor und p’ sey 
_ wieder. willkührlich. ‚Man deducire X”. Man kann nun sagen, alle 
' Wurzeln von X werden möglich seyn: 


») wenn die Gleichung für F 2 positive, 2 IEays Wurzeln 


bat, Die ne a dazu seyn.k,.l, m.:..- 


a) 


» 
” 
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2) wenn X’ so beschaffen ist, dafs in X nur mögliche, denen 
mögliche Werthe von x entsprechen, entstehen können, 

3) wenn X’ so beschaffen ist, dafs die zu X gehörigen Y ab- » 
wechselnd positiv und negativ. werden, wozu die” Bedingungen a, b, 
C... nöthig seyn mögen. 

- Jetzt bestimme man p’ so, dals X” eine. solche Beschaffenheit er- 
halte, dals die Foderung >, für X dies finde, wenn eben diese Fo- 
derung für X’ Statt: fand. ‚Es sey die\hieru; erforderliche Bedingung 
C (sie zerfalle. nun wieder in. mehrere..oder. nicht). Alsdann kann 
man sagen: alle Wurzeln von X.= o sind möglich 

ı) wenn C Statt findet 

9) wenn a, b,c..'k, 1,.m Statt'finden 

B und S können (vorausgesetzt dals G Statt findet) nur Statt 
haben, wenn a,b... k,1l,... alle Statt haben; demnach hat man 
die 3 Bedingungen G,.By'Ss "Xuwird die. gefoderte Beschaffenheit 
haben, wenn. es auf der Abscißsenlinie einen Punkt giebt, von dem 
aus die Abscilsen gerechnet,: gleiche und: entgegengesetzte Abscilsen 
gleiche Ordinaten geben. ‚Dieses.ist. der Fall wenn 1’ —=.o gesetzt _ 
wird, wo dann q < o die:Bedingung C ist,.J it =$5p”-+qr 
398  ı Z qp — 1; p mittelst pP? + + q—:tr=o 
eliminirt giebt , nachdem man das Quadrat der ae ‚ersten Glieder- 
dem des letzten gleich setzt, as BP t-enp rs dp v5 pn 
= o seizt (— = ae - en =) g’ — rm — dem letzten Gliede 
der durch die Elimination nk hdensg Gleichung: | 
- Daraus erhält man | Bun. 

zı sr: wi r<o 

Die Entwickelung diese: N beruht auf der Voraus: 

setzung, dals nur, wenn X’ bei der ihm gegebenen Form lauter mög- 
liche Y hat und diesen mögliche Werthe von X entsprechen, in X 
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ein Gleiches Stati'haben könne. Um die Richtigkeit dieser Vor- 
aussetzung (die schon aus der Anschauung einleuchtet, wenn man 
X aus X’ entstehen lälst) zu prüfen, .will ich die Folgen, die daraus 
fliesen, betrachten. Hat X’ nicht-lauter:mögliche Y, oder ent- 
sprechen möglichen .Y nicht lauter mögliche ‚Werthe von x, d.h. 
wenn £Q? +5 r”> 0, so können in .X nicht lauter mögliche und 
knöglichen Werthen.vonx entsprechende Y-seyn, “folglich mülsen in 


x 
_— = o wenigstens ein’Paari imaginärer Wurzeln seyn;. diese befin- 


d2X 


den sich aber darin gewils, ‘wenn 7: 


= o:imaginäre Wurzeln hat. 
daX 3 
—- — 54x + 3:2 q.x — 2r. und a, gg —I5r=o 
Hier ar es 2 HRERORENE, Wurzeln, wenn 


u Zu 1> 0.di hi qg-+-3r7>o. 


q kann gegen r nicht durch eine rationale Gleichung von einem nie- 


drigern Grade, wenn p = o ist, ausgedrückt werden (indem in die- 
sen Gleichungen die Anzahl der Dimensionen in Rücksicht der Wur- 
zeln in allen Gliedern gleich seyn muls) folglich’kann die. Bedingung 
C auf keine niedrigere-Zahl von Dimensionen gebracht werden. Eben 
so wenig ist eine fernere Simplification von C denkbar, denn q kann 
gegen r nicht einfacher bestimmt werden.‘ Um auch C durch die 
Rechnung zu prüfen, setze man darin für qg und r deren Werthe aus 
den numerischen Gleichungen (III) und (1V). . Man erhält so aus (III) 
GC = — 0,0178, also-< 0; aus (IV) C = + 0,0146 also > o. 
‚So hätte ich mich denn mit Hülfe mein®-r Methode durch die 
Gleichungen vom äten Grade glücklich hindurchgearbeitet und es ist 
sichtbar, dais alle Gleichungen vom einem unseraden Grade sich ihr 
unterwerfen. Aber die Gleichungen von einem geraden Grade? wel- 
che neue Hinderniße erheben sich hier! Offenbar ist vor allen Din- 
gen die Beantwortung der Frage: wieviel Paare der reellen Wurzeln 
sind positiv, wieviel negativ, wenn die Zahl der imaginären bekannt _ 


ist? nöthig. Daher ist diesem Gegenstande‘der dritte Abschnitt: ge- 


„widmet. 


DaıTttsRr AsBscunIıTT.. 


Beantwortung der Frage, wieviel von den reellen Wurzeln posidv 


und. wieviel negativ sind, wenn_die Zahl der imaginären 
bekannt ist.- 


"Aufgabe. 1. Essey eine Gleichung vom 5ten Grade X = 0, welche sey 


Sthge re hsıht=o 
gegeben, in der3 Y positivsind, ein Y negativ ist: ‚es ist ersichtlich, dafs 


aur das 2te oder äte Y negativ werden kann; man soll bestimmen, 


‘ welches von beiden» der Fall ist, wenn 5— == o zwei negative, zwei 


positive Wurzeln hat, und t positiv ist. Es wird.nehmlich vorausge- 
setzt, dals =. —-o lauter reelle Wurzeln hat.- 
Erste Auflösung. 

1. Bemerkbar ist der Unterschied, wie die Tangenten Ai, Ai’ in 
Fig.. 16. und ı7. die krumme Linie treffen. In Fig. ı6. liegen die 
Punkte i, i’ so, dals die Ordinaten für positive unendlich kleine Aen- 
derungen von.x auch positive Acnderungen bekommen, in Fig, ıq. 
so,.dals die Ordinaten negative Aenderungen erhalten, wenn x. sich 
positiv ändert. Eine dritte Tangente Ai’ berühret die krumme Linie 
so, dals in beiden Figuren die Aenderungen der Ordinaten negativ 
sind. Bei der 4ten und 5ten Tangente sind die Aenderungen der Or- 
dinaten entweder in beiden Figuren positiv, oder diese Tangenten 
sind in einer oder beiden Figuren unmöglich." Mit einem Wort für 
die te, 4te und 5te Tangente bleiben die Zeichen der Aenderungen 
der Ordinaten dieselben, welche von beiden Gestalten der krummen - 


Ds 


M 
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Linie man auch annehme. Um die den Tangenten entsprechenden 
Werthe von x zu finden, hat man folgende Gleichung: 


Be} 1 


st gitrshsshtense th sge tern te 


i 


oder I» 
+ 2g 4 rt o 
Wollte man mittelst dieser x aus I eliminiren, so würde man 
für eine Gleichung vom 5ten Grade erhalten, wo die Auflösung 
der Aufgabe von der Bestimmung der Zeichen der Wurzeln abhinge; 
diese Bestimmung aber, wenn sie allgemein seyn soll, ist nicht leich- 
ter als die Auflösung der- Aufgabe selbst, indem in der Gleichung für 
= sich immer zwei imaginäre Wurzeln befinden können. ‘Es kommt 
darauf an, eine Eliminationsgleichung von einem niedrigern Grade 
zu erhalten, ohne die wesentlichen. Umstände zu ändern. ‚Dann hat 
die Lösung der Aufgabe weiter keine Schwierigkeit. 
2. Man setze statt x, y + p’, so erhält matı 


a a ie a? Fe Friyt 
sp +3gp?+arf +9y +p°+ ap +rp’+sptt=o 

Ich nehme an A Fig. ı8.,war der Anfangspunkt der Absciefsen: 
man bestimme nun p’ so, daß Aa=p’zuab d.i. dem der Tangente 
entsprechenden Werth von y (den ich mit p hezeichne) in einem ge- 
‘ gebnen Verhältnils stehe, und dieses. Verhältnils. wähle man so, dafs 
es an sich, unabhängig von dem Verhalten der Coeflicienten von 
X = o gegeneinander, wenigerals 5 Werthe von p gebe, die so mit 
p’ correspondiren, d. h. es sey p’ = zp wo z so bestimmt werden 
mufs, dals p überhaupt weniger als 5 Werthe habe, wie auch die 
Coefücienten beschaffen seyn mögen. ‘Für p aber hat man. folgende 
Gleichung | 


us -+-3.5p'p* -Hatiop®+g)pP-+Crop" +3 gp 4) 
BRITED ?—sp —tz20;'-(l) 


%* 
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i Piezp gesetzt, giebt 


(4+ 152 + 202° 4 102° 2A) p’ Farr3z-Dgp+ a 
rp’— zsp—t=o 


oder 


-e@+N@—4)pP— Ma Plz) ap +(1+2) (— z) 
rp° Eu 

dX 

Az wird nun, ın y "ausgedrückt — um 


5y'+452pP-+3(o#p+gQy+2(iozip+3qgzp-tr) v4 52 ps 
+ 3q@pitarapts 
Hierin statt y dan Werth p gesetzt, giebt 
s(z-t-ı)pt-b BR ANIP' +2a+Drp+e 

2=— ı gesetzt, giebt für Se = nur einen Werth, bei dem es 
sleichgültig ist, welchen Werth p hat; diese Annahme aber bı yingt 
der Auflösung der Aufgabe nicht näher, denn dieser Werth von E z 
ist unabhängig davon, ob das zte oder 4te Y negativ is. z2==4 ge- 
seizt giebt für p eine kubische Gleichung, von: deren Wurzeln die 
Auflösung der Aufgabe allerdings abhängt. Hiebei bemerke ich fol- 
sendes: | i 

. AFig. ıg. sey der Punkt, aus dem die Tangenten gezogen wer- 
en w ein Wendungsptinkt: wenn eine vom Punkte i, der zwischen 
w und der .Abscissenlinie liegt, gezogne Tangente die Abscissenli- 
nie in A schneidet, so muss es immer einen correspondirenden Punkt j 
i' oberhalb w geben, der die Abseissenlinie in demselben Punkt A 
schneidet, denn die oberhalb und unterhalb w gezogenen Tangenten 
entfernen sich allmählig nach einer Seite von der durch w gezogenen 
Tangente; folglich giebt es von einem beliebigen Punkte A auf der 
Abscissenlinie entweder 3 oder nur ı Tangente zwischen zwei aufein- 
anderfolgenden Y von entgegengesetzten Zeichen; lesıgiebt deren 
zwei oder keine, wenn die Y von gleichen Zeichen sind. 


u. 


“> 
Der Anfangspunkt der Abscißen sey a Fig. 20., die Ordinaten 
von a bis m seyn positiv; aus i unterhall wsey eine Tangente ib und 
die Ordinate ic gezogen, ib schneide ac in einem gegebnen -Ver- 
hältnıl ; alsdann wird es immer auch über w einen, Punkt’i' geben, 
von dem eine gezogne Tangente ib’ die Linie ac’ (wo c’ den Durch- 
‚schnitt der Ordinate mit der Abscißenlinie bedeutet). in demselben 
"erhaltniss schneiden-wird: denn wenn wB die Tangente durch 
den Wendungspunkt w bedeutet, wC die Ordinate in diesem Punkt, 
so werden die’Tangenten, welche‘zwischen-der' ersten (nämlich der, 
welche durch din Pümkt a‘geht) und der in w liegen, die Abscilsen- 
längen ac in allen möglichen Verhältnilsen von o: r bis aB: BC 
schneiden, von w bis zur letzten Tangente,. nehmlich der, welche 
wieder'durch a'geht,.nehmen diese Verhältnilse von aB: BC bis o: 
ı (es versteht sich dals hier nur von.positiven Verhältnilsen die Rede 
ist) wieder ab... Sind zwei aufeinanderfolgende Y wieMN, mn, Fig. 
21. von entgegengesetzten Zeichen, so giebt es zwischen: denselben 
ı ur einen Werth von‘p, und.dieser muls nothwendig Statt finden: 
_ denn t ist'nach der. Aufgabe‘ positiv, folglich wird das letzte Glied 
der Gleichung von p: 


r: rar 8° \ NA 
Bot roaP tra aaa 05 (2) 


negativ, .weil q nach der: Natur der Aufgabe negativ ist, so dafs diese 


Gleichung nothwendig wenigstens’ eine positive Wurzeln hat, folglich 
ist der i” entsprechende Werth von p nothwendig. möglich, für i 
giebt es gleichfalls nothwendig einen möglichen ‚Werth von p, folg- 
lich kann’es zwischen m und M auch nur eir'p geben, indem es sonst 
mehr als 3 Werthe von p geben mülste, weiches nach der obigen 
Bestimmung vonz = 4 nicht möglich ist: dieser eine Werth von p 
wird aber auch nothwendig zwischen M und ın fallen, weil innerhalb 


a 
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vund nm das Verhältniis der-von den "Tangenten gesehäittenen Ab- 
scißsenlängen von o:ı bis 1:0 zunimmt. i 

3. Wenn man z = 4 setzt und pin 7 Se „eliminirt, so ergiebt sich 
nun. folgendes. Resultat: 

Man erhält für en eine Gleichung vom 3ten Grade; nennt man 
diese P= o so hat 

2) P==.0 entweder 3 negative Wurzeln, ‚wenn alle“ Wurzeln von 
(2) möglich sind, oder in (2) ist ein. Paar Wurzeln unmöglich: oder 

2) P=ohata positive und ı negative, und (2) zugleich noth- 
wendig lauter mögliche Wurzeln. Im Fall ı. ist das .4te Y.negativ, 
im Fail 2. das zte Y negativ. 

Zweite Auläsne, 

Man kann die-Aufgabe auch lösen, wenn man z= — ı setzt, 
nur hat man dann einen andern Weg einzuschlagen. Zu dem Ende 
"setze ich:in (r) x ‚statt p und stelle miir den Anfangspunkt der Ab- 
scilsen so reducirt vor, dafs ein Werth vonx—= p sey, dann muls 
sich (1) durch x — p dividiren lalsen; nach geschehener Division 
braucht man die übrigen Werthe von x zur Auflösung der Aufgabe. 
Aus (1) nachdem x statt p und dann — p statt p’ gesetzt worden, 
wenn man y-+-p statt x ‚setzt, wird: 

D54pP—4.3:5p + &:rop' + 6qgp°— 2opt — 6gp°+2rp] y 
r2 Dr pP’ 4.3°5p'-7-6.20p’ +2.6qp--20p?--6gp-tar] 2 
+ 1543:4P —43.235:5p°+ &oop+ 2.6q]y% | ° 
+4 [150 32 — 5.4.3°2.] py’ + 4° | 
dieses giebt 
un +r 
rap HE erben 
Statt y seinen Werth in x gesetzt giebt 
xt ;; pXR® +2 pP +39 X —:lpf+ qgp—r]x 
mal Ha mr 


Z1 


t 


Wird Hier p =’ gesetzt, so ‘ist diese Gleichung nichts anders 


als die Gleichung (1) durch x — p dividirt, nachdem x statt p, und 


5 — - (wodurch der vorgeschriebene Anfansspunkt erhalten wird) 
gesetzt worden. | Di 

A Fig. 22 bedeutet den ursprünglichen, a den versetzten Anfangs- 
punkt der Abscilsen. 

Es sind.nun zwei Hauptfälle in der Lage von A zu unterscheiden. 

I. Die Ordinate in A schneidet die krumme Linie unterhalb des 
Wendungspunktes w. Dieses tritt.ein, 'wenn die Gleichung I ray 
welche die Lage der Wendungspunkte bestimmt, . zwei positive Wur- 
zeln, ein negative hat, welches Statt indet, wennr positiv ist. 

Alsdann sind, wenn das #te Y positiv ist, alle Wurzeln von (3) 
möglich, zwei positiv, zwei negativ und, nachdem in m x mittelst. 
(3) eliminirt, wird eine Gleichung vom 4ten Grade, die ich mit (4) 
bezeichne, entstehen, welche 3 positive Wurzeln, ı negative hat..‘ | 

IF ein das ate Y positiv ıst, so sind‘ 

ı) alle Wurzeln von (3) möglich, 2 positiv, 2 negativ, aber’die 
Gleichung (4) hat 3 negative Wurzeln, ı positive. — oder 

2) in (3) sind 2 unmögliche Wurzeln. — oder 

3) in (4) sind 3 Wurzeln positiv,. ı negativ, aber (3) hat 3.po- 
sitive Wurzeln und ı negative. | 

‚II... Die Ordinate in A schneidet die krumme Linie oberhalb w 
‘oder r ist negativ. Dann würde (3) die Frage nicht immer entschei- 
den: in diesem Fall mache man r positiv, ohne die Zeichen der Wur- 
zeln von ES — ozu.ändern. Man muß also X zuerst umformen und 
dann.erst die Gleichung (3) entwickeln (es ist’ klar, daß dieses die 
Entwickelung.von (3) nicht hindert, indem es für z- immer einen 
Werth ='— ı geben muß, wie auch die Coeflicienten beschaffen, 


und ‚wieviel.deren auch seyn mögen, ‚weil: durch den: Endpunkt der 


> 


© 


Ordinate "für x -= o immer eine Tangente möglich ist, wovon.die 


Gleichung. z +--1:= o. eine. unmittelbare Folge ist). ‚Diese Umfor- i 


mung kann folgendermälsen bewerkstelliget werden. 


Da X lauter mögliche, =und.möglichen Werthen von x ent- 
sprechende Y nach der Aufgabe.hatte,-so ist zs?-+r<o. — Ich 
setze hier, zur-Unterscheidung: von.der.andern Umformung, die ‚auf 
diese zum Behuf der Entwickelung-von (3):folgen mus, x=x, +p, 
wo dann nachher xX.—= y + p’-gesetzt.wird. :Ich.nehme. an man er- 
halte so für x, die Gleichung 

x»S-Ax? +Br’+Cx?+DxHE=o 


- Die Foderung ist p,-so:zu. bestimmen, dafs G und D positiv und 


A oder B oder beide negativ werden, das heilst,- wenn das Zeichen 


1X 
von B außer Acht ae wird, muls in den Gleichungen = =B, 
d2X 2X 
sd = CC, und a x negativ und so genommen. werden, 
dafs G und D positive .Werthe erhalten. .Um dahin zu gelangen neh- 


me ich die geometrische Betrachtung zu Hülfe. . Siehe Fig. 23. 


dX 
Man:kann sich. dns ‚.dals dd der Funktion 7 ensprerke 


dx 
N 
Und d, d, der F urnkuöre er 


In beiden Dr die Abscißseilinie- -so liegen, daß alle Wurzeln 
von. — =20.u0d 7 = iO möglich sind; A, welches, wie vorher, der 
| Aufangspunkt der Abscilsen ist, muls rechts von m liegen, denn weil 
r und q beide negativ sind, so hat E == 0 nur'eine positive Wur- 
zel; liegt w, der ein Wendungspunkt von dd ist, oberhalb der Ab- 
scilsenlinie, so wird ein der Foderung entsprechender Werth von p, 
erhalten, wenn dafür eine Wurzel der Gleichung 2 = 0 genom- 
men wird. Dieses ist aber nicht immer der Fall, daher mufs eine 
allgemeinere Bestimmung von p, gesucht werden. Man bezeichne 
die Ordinaten von dd mity, alsdann wird die kleinste negative Ab- 
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scilsenlänge, die y =='*s macht, der’Foderung gewils entsprechen; 
dies giebt DE 
Aare en, \ 
oder 

LTE TO oO 

"Dieser Gleichung entspreche d’d‘. Man könnte, -nachdem man 
alle Bedingungen zwischen ’A, B, C, D, E so entwickelt hat als wä-. 
re A negativ, C positiv, mittelst (5), nachdem darin p, statt x gesetzt 
worden, p eliminiren; ‚man würde dadurch für jede Bedingung eine 
Gleichung vom 3ten Grade erhalten, in welcher das Zeichen des letz- 
‚ten beständigen Gliedes die Aufgabe lösen würde. ‘Diese Weitläuf- 
tigkeit lälst eine bequemere Bestimmung von p, wünschen. 

Zu diesem Ende ist: zu erwägen, dals_der absolute Werth von 
p, kleiner als der absolute Werth der kleinsien negativen Wurzel von 
(5) seyn darf, wenn .er zugleich nur grölser als der absolute Werth 
der kleinsten negativen Wurzel von 


St xt ror nei, O% 


ist. Manszex=p = — zeaf —q; r=oqgYf—g so erhält 
man aus (5) und (0), wenn man durch die positive Größe — qY — 
q dividirt BR 


2 :ze—to=o; [5] 
tra eo; [DB] 
"Der höchste Werth, den & erreichen kann, ist + Y2 und:z 
muls positiv seyn, weil p, negativ werden soll; man setze z=H#, so 
muls seyn, wenn dieser Werth von z brauchbar ei soll; 


— 30 — = 00der< o; & 

und | he 
; VRR a Rat | > 
Beides hat Statt, wenig‘ = 3 oder < z ist; Z, wenn « als be- 
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stimmt und z als die zu bestimmende Gröfse (wie sie es wirklich sind) 
betrachtet werden, ist aber auch kleiner als die kleinste Wurzel von 
[5], denn sonst müfste [5] für einen kleinern und gleichfalls positi- 
ven Werih von z einen positiven Werth erhalten können, welches 


nicht möglich ist, da®’ < %. Und daraus folgt unmittelbar, daß 


p=—%«Y —gq kleiner als die kleinste negative Wurzel von (5) 
der absoluten Grölse nach: sey. Man. setze also zum Behuf der Um- 


formung 


RN a 


= -P-3eg=- Y-4; 


Wird. nach.dieser Umlormung E E negativ, so ist das ste Y noth- 


wendig negativ;. bleibt E. positiv , so wird mit diesem umgeformten * 


X eben so verfahren wie mit X =oinl. 
Anm. Diese Auflösungen laßsen sich nun auch leicht auf den Fall 
. } N [2 . [ ' 
ausdehnen, wenn in der Aufgabe das 2te Glied nicht fehlt, so 
Se | dX R ; . } = 
wie auch, wenn 5 = o.drei negative Wurzeln und ı positi- 
ve hat. | 


Es ist leicht einzusehn, dafs bei den Gleichungen vom 4ten und 


5ten Grade die Auflösung der vorstehenden Aufgabe hinreicht, um 


zu entscheiden, wieviel positive und wieviel negative Wurzeln eine 
gegebne Gleichung X = 0, in der die Zahl der unmöglichen bekannt 


ist, hat: wenn man ferner bedenkt, dafs einer allgemeinen Anwen- 


dung dieser Auflösung nur die zu derselben nöthige Versetzung des 


Anfangspunktes der Abscilsen im Wege stehen dürfte, so kann Män 
sewils behaupten: die Anzahl der positiven und der negativen reellen 


Wurzeln werde sich stets bestimmen lalsen, wenn die Zahl der un- 


_ möglichen bekannt ist, wofern man nur ein Mittel weißs,.den An- 
fangspunkt der Abscilsen in eine schickliche Lage zu bringen. Die- 
se Schwierigkeit ist aberzuheben. Denn es sey p, die Abscilsenlän- 

ge, um welche der Anfangspunkt geändert wird: nun hat ein oder 


n 
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mehrere von den Wendungspunkten g Bahr die nöthige Lage; p, wür- 
de demnach gewils durch eine Gleichung von einem niedrigern Grade 
als der der vorgelegten Gleichung bestimmt werden kömen;, es 
kommt daraufan zu wilsen, ob ein Theil der krummen Linie, der 
eine gewilse (aus den Bedingungen zur Möglichkeit der Wurzeln oder 
nach der vorhergehenden Anwendung der Tangenten immer bestimm-- 
bare) Gestalt.kat, zur rechten.oder zur linken des Anfangspunktes 
liest; die Bedingungen dieser Gestalt seyn A,B,C..., welche 
Funktionen von p, und den Coeflcienten seyn werden: die Frage ist: 
entstehen diese Bedingungen aus positiven oder aus negativen Wer- 
then von p,? wenn man demnach A, B,..... . durch p, dividirt und. 
dann p, eliminirt, so werden —, N dere Gleichungen 
Pr’ pr? Pr 

von einem niedrigern Grade gegeben seyn, als der-Grad der vorge- 
legten Gleichung und dieser Gleichungen mögliche ulsein werden 
durch ihre Zeichen, die nunmehr wiederum, ohne die Wurzeln 
selbst zu kennen, allgemein durch die Coeflicienten bestimmt wer- 
den können, anzeigen, ob A,B, C.....aus positiven oder aus ne- 
gativen Werthen von p, entstanden sind. Ferner ist klar, dafs die 
erste Auflösung der Aufgabe ı1..dieses Abschnittes zugleich angewandt 
werden kann auf die.Bestimmung der im ersten Abschnitt $.°3. mit 
® bezeichneten Ordnung der Y, so.dals nun auch bei den Gleichun- 
gen von einem geraden Grade jedes Hindernils zur Bestimmung der 
Anzahl der imaginären Wurzeln weggeräumt ist. Die folgende Auf- 
gabe soll dies a Zweifel setzen. | 


Aufgabe 2 


Die krumme Linie e e'Fig. 29. gehöre irgend einer Gleichung 
von einem geraden Grade X = o. Man soll die Ordnung ® be- 
stimmen. Ri | - RR 
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Auflösung. | ’ ö 


Man versetze den Anfangspunkt der Abscifsen A nach Aufsg. 1.) 
nach a zwischen k und.l, deducire die Gleichung für pund elimimire 
mittelst dieser x aus Sr Die so entstandene Gleichung für 3% wird- 
zwei negative Wurzeln.haben, wenn die Ordnung 8 ist wie in vor- 
liegender Figur, zwei positive im umgekehrten Fall, indefs die übri- 
sen Wurzeln ihre Zeichen nicht verändern, wenn. die Zahlen a, b 
ıster Abschnitt $.,2. dieselben bleiben. RR 

Zudem ist es wahrscheinlich , .daßs sich‘ für p,’eine einfachere Be= 
stimmung auch bei höheren Gleichungen werde finden laßsen. 


Anwendung,der vorhergehenden Betrachtungen auf die Gleichungen, 
vom. ten und Sten: Grade. | 
| Aufgabe 3. | 
Es ist eine Gleichung X = 0 vom 4ten Grade, nehmlich 
shpetgetınhs=o | 
gegeben, welche 2 unmögliehe Wurzeln hat; man-soll bestimmen: 
von welchen Zeichen die beiden möglichen sind. 
1) 8 ist negativ:-dann sihd die reellen Wurzeln von entgegen- 
gesetzten Zeichen. 
2) s istpositiv: dann sind verschiedne Fälle zu unters ch 
1. Wenn alle drei Y negativ sind, u = o lauter mögliche Wur- 
zeln hat, so können diese nur entweder alle positiv, oder alle nega- 
tiv seyn (Eig. 24.), folglich sind die reellen Wurzeln von X = o po- 
sitiv, wenn r negativ; und negativ, -wenn:r positiv ist. 
| U. In der Gleichung a: — o- befinden sich imaginäre Wurzeln: 
auch dann kommt .es nur auf das Zeici.en von r-an, wie im vorher- 


gehenden Fall, Fig. z5. | 
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| dX 
I. Zwei Yaind nositew, ein.Y negativ, und alle Wurzeln von 7, 


u 


== 0 möglich, Fig. 26. 


Dann sind die reellen W urzeln-von X =.0 positiv: 
dX Ag® 

a) wenn ;, = o lauter positive Wurzeln hat. ... 

b) wenn — = o positive und negative Wurzeln hat, und das Ste 
Y negativ ist, welches auszumitteln man der Bequemlichkeit we- 
sen das zweite Glied von X==o wegschaffe, wobei dann, wenn 
das letzte Glied durch diese Umformung negativ wird ,.das Zei- 

\ { : Ay } 
chen von p entseheidet, und wenn das letzte Glied positiv bleibt, - 


nach Aufgabe I. verlähren wird. 
Die reellen Wurzeln von XK = o sind negativ: 


“ 


a) wenn ES = o lauter negative Wurzeln hat. . 
b) wenn “ei og Hin und negative Wurzeln hat und das ıste 

Y negativ ist. 

Aufgabe4. Essey X = 0 eine ‚e Gleichung vom bten Grade 
type -yx Ar +sıH-t=o; 
in der 2 Wurzeln unmöglich sind: ‚man soll die Zeichen der reellen 
bestimmen... _ | 

Die Gleichung für die Y bezeichne ich mit M=o. Zwei 

Wurzeln können auf dreierlei Art unmöglich werden, nehmlich 


dx 
dukt aller Y.negativ ist: 


RX: i REN | 
:L Wenn 7; =o zwei unmögliche Wurzeln hat und das Pro- 


dx 


ve BEI EE 
H. Wenn 7, =0 Tantör mögliche undM = o 3'positive Wur- 
zeln ,-ı-negative: hats | ! 


TIL, Wenn ee — o laute mögliche undM = 0 3 negative Wur- 
zeln ‚.ı positive hat. 


® 
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Jenachdem!, I, IH Statt findet, giebt es auch für die Zeichen 


der reellen Wurzeln verschiedne Kennzeichen, daher ich jeden Fall 
besonders durchgehen werde. 


1. Fig. 27. Von den reellen Wurzeln der Gleichung X = ö sind: 


a) alle positiv, wenn t negativ ist und die reellen Wurzeln von 
dx Ey 
17, >= 0 beide positiv sind, 


b) alle negativ, wenn t-positiv:ist und die reellen Wurzeln von 


dX ; f ® 
"j,=o beide negativ sind. 


Wurzeln von 7; =o beide negativ oder von enigögengesetzten 


Zeichen sind. 

d) zwei.positiv, eine.negativ, wenn t positiv:ist. und die reellen 
Wurzeln von 7; = o beide positiv, oder von 'entgegengesetz- 
ten Zeichen sind. | = 


U. Fig. 28. ‘Von den 3 reellen Wurzeln der Gleichung X== o sind; 


a) alle positiv, wenn t negativ ist und 7, = o lauter positive 
Wurzeln hat. 

b) eine negativ, zwei positiv, wenn t positiv und: .die Wurzeln 
von 7. oalle positiv sind, oder: 3 derselben positiv, ı nega- 

\ tivoder: 2 derselben positiv,’2 negativ sind. und das 4te Y ner, 


gativ ist (welches aus Aufg. ı Auflös. ı oder 2 bestimmt wird), 


oder: 3 negativ sind, ı positiv. und das 4te Y negativ ist. (Aufg. 
ı. Anm. am Ende). Ja 
C) zwei negativ, eine positiv, wenn t negativ ist und. nicht alle‘ 
Wurzeln von 7. = o positiv sind. y 


iR 


d) alle negativ, wenn t positiv und entweder: alle Wurzeln von 


R 


6) eine positiv, zwei negativ, wenn t.negativ ist und die.reellen 


99 


d ” 4 “ [3 “ 
7, == 0 negativ.sind oder:-2 negativ, 2 positiv und das 2te Y 
negativ ist, oder: 3 negativ, ı positiv und das 2te Y negativ. 


UI. Hier wird dem vorigen Fall ähnlich verfahren.,, Die Tangenten 
lalsen sich hier, wie dort, mit gleicher Leichtigkeit anwenden, 
um zu erörtern ob das ıste oder 3te Y positiv ist. 


Die Elimmation, welche hier: oft nöthig ist, wird weitläuftig bei 
den höhern Gleichungen.. Sie abzukürzen gehört wesentlich hier- 
her. Ichwill, da es mir noch nicht gelungen ist, wenigstens mein 
Bestreben. darnach durch. die folgende Untersuchung über-die allge- 
meine Form der durch: die Elimination entstehenden Coefücienten 
darthun.. Das Resultat derselben ist, dals diese allgemeine Form zu 
zusammengesetzt seyn würde, ‘um beim Gebrauch derselben einige 
Erleichterung erwarten-zu lalsen.-. Daher könnte das folgende auch 
wegbleiben, wenn ich. keinen andern Grund hätte, es mit ab- 
\drucken zu lalsen. Ich fühlte.nehmlich das Bedürfnils diese Un- 
tersuchung anzustellen. zu einer Zeit,. da ich: entblößst von beinahe 
allen litterärischen Hülfsmitteln war;.ich mulste also selbst suchen. 
Nun war mir vorallen.Dingen eine lebendige Anschauung der allge- 
meinen Form der Summen der Potenzen der Wurzelä. einer Glei- 
chung.und völlig entwickelter vielgliedriger Funktionen nöthig. Ich 
suchte daher diese Form selbst und fand Sie auf einem vielleicht neu- 
en Wege. Sollten meine Gedanken hierüber wirklich neu seyn, so 
_ wäre dies, bei einem doch wichtigen Gegenstande, Grund'genug sie 
bekannt zu machen. Mein Eigenthum sind sie gewiß. : 


Anhoa Be | | 


"Ueber die allgemeine Form völlig entwickelter er 
Funktionen. 


Wenn X—=yund&= o nach Potenzen.von x geordnete alge- 
braische Gleichungen sind ‚ so erhält man durch die Elımination von 
x füry eine Gleichung, in der die Form der Cogflicienten ‚zusam- 
mengesetzt. ist 
1) aus der Form der Summen der Potenzen. der Wurzeln von 
= oO | S 

2) aus der Form eines auf irgend eine positive ‚ganze Potenz er- 
hobenen Polznoms, oder einer völlig entwickelten Funktion 
“überh yaupt. | R 

Beide mülsen also erst untersucht werden, wenn man jene F orım 
der Coefäcienten ausmitteln will. 


‚Vorläufige Erklärungen. 


Wenn eine Gleichung von einem beliebigen Grade m gegeben ist 
xm — px I gm 2 — ıxm 3 ES a VE — 0; 
so ıst p, als Funktion der Wurzeln betrachtet, von einer Dimension, 
q von 2 Dimensionen, r von‘ 3, s von 4 u. Ss. w. Multiplieirt man 2 
oder mehr Coeflicienten mit einander, so wird das Produckt, eben-, 
falls als Funktion der Wurzeln betrachtet, von soviel Dimensionen 
seyn, als die Summe der Dimensionen jedes einzelnen Coefhecienten 
beträgt: Ich werde diese Produckte nach der Zahl der Coefücienten, 
aus denen sie bestehen und nach der Zahl ihrer Dimensionen, d. h. 
nach der Menge der Wurzeln, welche als F aktoren in den diese Pro-. 
duckte bildenden Coeficienten eithalten sind, claßiheiren, und ein 
solches Pro dückt mit kb bezeichnen, wo ß die Anzahl der. mit- 


% 
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einander multiplicirten "Coeficienten bedeuteftund b anzeigt, von 
“ welcher Anzahl von Dimensionen dieses Produckt ist. Man kann 
“sich nun vor stellen, dals kb aus lauter verschiednen Coefheienten. 
‚bestehe, oder dals einer oder mehrere wiederhohlentlich darin vor- 
kommen, d. h.,es können ‚sich in diesem Produckt auf irgend eine 
Potenz sre gende Coeflicienten belinden. Die Exponenten dieser 
Potenzen beseichue man mit A, A,‘ ...; diejenigen Coefhcienten, , 
die nur einmal als Faktoren in diesem Produckte vorkommen, haben 
den Exponenten ı; man bringe :auch diesen ‚unter jene allgemeine 
Bezeichnung mit A, A, A .»., alsdann wird no 
Bert +” N + --- 
seyn; bezeichnet man nun den -ersten Coeflcienten p mit k,, den 
orten g mit k,, den Zten r mit k, u. s. f. so wird jede .an k ‘gehängte 
Zifer die Anzahl der Dimensionen des ihm entsprechenden Coefhicien- 
ten anzeigen, welche ich allgemein mit 1, Y/, 1"... . bezeichne und 
es wird seyn | 
ee N EV Ge ze 
Demnach wird kb das Produckt einer beliebigen Anzahl ver- 
schiedner Goekei ienten, jeden -auf eine beliebige Potenz erhoben, 
doch so, dals die Summe der Exponenten =.ß, die Anzahl der Di- 
-mensionen in Rücksicht"auf die Wurzeln = bsey, bedeuten, und 
Sk (®p alle mögliche solche Produckte, soviel sich deren verschied- 
“ne für daßelbe ß und daßelbe b aus den Coeficienten bilden laßen. 
Manmkann sich ß und b auch veränderlich denken und. dann erstreckt 


sich das 3 Zeichen auf alle Werthe, .die es für 8 und bin einem vor- 
EDER 

liegenden Falle giebt. kr are rekein solches Produckt durch 

1.2... -1,.M.. 


FOR NEL EP BR Se dividiet vorstellen und 2 k®, "alle mög- 


ABA: ne DR, 


%s 
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hi 


liche‘ solche Produckte, jedes durch das ihm entsprechende 
RAR ardmdirt ı 


Das $ Zeichen erstreckt sich hier auf alle Coefüicienten, den er- 


@) 
; k' 8 k2 k k k? erara 28 
sten ausgenommen. Z.B. 2 ne OL = 5 
a ATER, Ab, et EN Du 
-L a2; Ek@g —= kt —f@) würde nun überhaupt ein Produckt eines 
r.1.2 FE 


34 
Theils gegebner F aktor en vorstellen; sollen die Faktoren nach einem 


gegebnen Gesetz unter sich verbunden werden, so Were ich dieses 


- ‚Gesetz durch ,, 5» zn - - , über der Klammer rechts anzeigen ; 


demnach werde ich f (f— 1) (f RN (3)... (f—B—)) — £B%, 
E—® Ge BE EN RN 
NEL are. (AV) PP) setzen, wo ich@®ß wähle, um an- 


zuzeigen, dals dieser Nenner zu einem Produckt von ß Faktoren ge- 


hört. KERNE 

| Ich werde mit a eine unbestimmte Wurzel der ‚Gleichung über- 
haupt bezeichnen. Also bedeutet 2 a” die Summe der nten Poten- 
zen der \WVurzeln. | 


je Vorläufge Betrachtung. 


Ich will die allgemeine Form derselben suchen. Ich weils, dafs 
gan = pEan-i— gqEan-24 rZan-3 — sgan 4, Suke, 
Daraus sehe ich sogleich, daks Sar,in den Coefhcienten Ps t:s 
allein ausgedrückt, folgendermalsen gestaltet seyn wird: | 
per gps -£ Ip sm [RS —Eg] pP a 
wo H, J, K, L.. die Zahlen bedeuten, mit welchen die Coefhci- 
enten q, r, S... und deren Combinationen multiplicirt sind. Um | 
diese auszumitteln beobachte ich den Gang ihrer Bildung, von der 


ersten Pötenz zu höhern Potenzen der Wurzeln fortschreitend, 
wie folgt: 


\ 


2 


ao. 


m 


m 
EN 


Ea>=P Sc 

zempr—2q 

zip ahNap+3r 

Bee ryup Fo m ı)rp as 2 

zei=p— at tıtNgapP +S+:tVrP—[4a+Ns-C+3) 
Dt (5 ang, 

Zap’ —Sgp'+6rp—[ös— (24344) 47] p° ar 
++3)qrp—6u— 2 +u+D)gs+3r 

Sa ER, a A aa hehe en | 
Tr Harder HE - HIT HOF 
+5+3) qs-- (344) 1°] p u. s.w. 

za pP—8qp'-+8rpP— [ss — (@+3+4-45 +9g°] p + [st 
(542, 4443,+544,+6+5)arlp' + [—8n — @, 
2454245490 4G042»+45454644) 
qs+ (34445) r]p’ u. s. w. 

So in Gedanken fortfahrend kann man sich überzeugen, dals, 
- wenn man nur auf die ersten 5 Coefhicienten von p Rücksicht nimmt, 


die Summen aller Potenzen der Wurzeln, deren Exponenten ganze 
Zahlen sind, folgende allgemeine Form haben werden: 


Saa#p" —ngp®2+-nrp"3 —,nsp=4 4 nt pn-5 — nupn-sL.. 
-  . +n(a-3)7_ -n(a-4)gr +n{n-5)98 


+n(n-5)r2 


h 2: 42 
-n(n-4)(n-5) Fi 3 


Daraus vermuthe ich, es werde Zan allgemein für die Coeffici- 
. entemaller Potenzen von p die Form haben, welche der Gegenstand 
des folgenden Lehrsatzes ist. | 


PER 


MN ehrsatrz»lı, 


Das iD mhk, UN; pr 3 — nk, Bunt 
—n(n- DE 


N a Bash nk,) p"77 
| a 1 
—-n(n--4)k.k; Tas), k2 —n (a—6)) "5 
| EIS: Bu „KR; 
_ n(n—A) REN wi 4-n(n—5) (n—6)k; k; 
nk. pr=8 | nk. GR, +... 
a (k,k, KR3 
+ n(n—7) kk, y — n(n—S)kıkr 
k (hs 
| kik, 
--n(n--Ö)(n--7), k, Ir pn Een: kkık, 
= 143 
#n (n-5)(n-OXn-7) kt „na On-7)n-Sjkik, 
1.2 12.34 ? ' as I 
5, Ent... pamb. te ee 


zu(n a 


= na-(b--2))n--(b--1)) gköb 
ADyEH 
+ (a-(b--3))n--(b--2)In--(b--1))Ek®b 
ARD 
Sta (b-0)a-D-3Ya-boXu lb DER 
jr (AP 5) 
us. Wet b Dden 73% 
Zu een ist ,.. dafs die: Anzahl’ der Faktoren n, (n- (ber 
(n—-(b—2)), ...= der Zahl ß der Faktoren des Produckis kAb, 


Beweis 


1. n(n—m)(n—(m-+1)) n—(m+2)). .. (n— (m +) = 


arzt) ı -n-- (m-ı1)) (n-m)(n--(m#+r))... a— (m +u) 


folglich 
EZn(a-m).. ‚(n--(ms+@))= kei un a ] (n--(m- ı))(n- -m). ..(n- (M4+ WM); ; 


woraus folgt 


En(n--m)...(n- (m+ y))=# rt +e + t(m--(m-1))(n-m)... (n-(m+ u)); (D) 
(B-+ 2) (+3) 


>. Es ist klar, dals die Form des Cgefücienten von pr—b in 
dem Ausdruck für Sa" sich folgendermalsen darstellen lälst: 
"nkp FEn(a—(b--(B--1)))...(n—(b--ı))k ®b 
wo die Summe jedesmal von ß= .2bisß—=ib oder 3(b--ı), je 
nachdem b gerade oder ungerade ist, genommen wird, die Zeichen 
aber in der Ordnung des Lehrsatzes 1. auf einander folgen. 


Setze ich nun voraus, dals die hier angegebne Form der Coefh- 
cienten vonp bis vor Ach unbestimmten Exponenten n—b von p 
‚richtig sey, so kommt es darauf an, ob auch der folgende Coefici- 
ent von dieser Form’ seyn mülse, wenn alle vorhergehende diese 
Form haben... ' 


‚7.3. Ich bezeichne ein jedes Produckt Dn m (b-1))k, Ks n 
(n—(b-- ))k,kb_;, n(n—(b--2)) (n ch -1))K,k,kp_, u. Ss. w. vor 
p"-b in dem Ausdruck für8a= mit P und betrachte es als die Sum- 
me einer Reihe, oder als eine Funktion von n, deren Differenz AP 
sey, wenn num ı wächst oder abnimmt und zwar bezeichne ich hier 
mit AP das letztere „so dals AP die Differenz von P bedeutet, wenn 
n aus n—ı geworden ist. Nennt man nun solche Produckte P für 


Banana PD, Ne so ask aus dem vorhergehenden ’_ 


2 
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(vorl. Betr.) klar, dals AP entsteht, indem man P,P,...mitk,, 
k, ge multipliciet und diejenigen von den so nndereh Produk- 
ten P nimmt, in welchen die Faktoren k dieselben bleiben. Wenn 
man nun den Coeflcienten von p"—? in Za" den ersten, von pr—3° 
den zweiten u. s. w., und eben so den Coefhcienten von pı=1-2 in 

"gan-l den ersten u. s. w. nennt, so ist. ferner klar, dafs AP nur aus 
denjenigen P,, P, .. . , welche zu den Coefücienten gehören, die in 
den Zar! die frühern der Ordnung nach sind, als es der Coefhici- 
ent von p"—® in Zan ist, gebildet seyn wird. Daraus folgt, dals, 
wenn ich bewiesen hals, die vermuthete Form von Za® gelte für 
den Coefficienten von p N ‚ wenn sie für alle vorhergehende Coefl- 

- cienten gilt, sie auch für alle folgende Coefhicienten gelten mülse. 
Nehmlich b stellt eine unbestimmte Zahl vor. - Dals diese Form aber 
für den Coeflicienten von pab gilt, wenn sie für die vorhergehen- 
den Goefheienten die richtige ist, beweise ich RIOSHIEBNAFER - 


AP= Sk, ne LEE - 2) (m de 
| Mal by He 
or A; 


Die Summe in Rücksicht auf] genommen. Dieses giebt 


AP 2 a er DIR VTARE FUEE a 


ARIRN + 008 
Kadir nn Al MN ap 


Dieser Ausdruck verglichen mit a) giebt: 
| 2, 9 
A 3 - 


m b—1—ß-+ 3; | 
PB; ut3=B ’ 
b—1 a 


LT 
1 
Ill 


Be u ' | 
| folglich giebt er summirt in Beziehung auf n Fi 
Ei ; Tai 


; 


® 


un 


f 
Er; # 
u 4 


| yet Sala a ee lae 1al, Jr Irre) +- +b-1"] +. 3 


- Era ı)R 
>= (n--(b-@—n). .(n-bn))kAb 


ARE 
ul --] £-+b]+r [(8--)n--12 @-+b] Plznzebn +: 7 


(8— 1) B 
EN ERNON, . (n—(b-1))k(9b 
= (AR)OR) - 
Der erste Faktor, zur Linken, ist — , 
BBRDE RER re 12 DER (A ABA ala ar Tann. Ye 
.(ß—ı) ß En ae 


Wir haben gesehen, dals 
AAN +. 
- \und 
rlt-ıiit+i ++... =b 
ist: man erhält folglich { | 
BßB—ı)n--Bßb—bß=n 
Bau: 
Folglich ZAP oder 
P = na b—B- N)... a (bn))k@ı 
TER | ROSER 

4. Wenn man dieses in Beziehung auf 8: nach (2.) summirt, so 
ist EP Enkb = dem Coeflcienten von p"—b, der also die voraus- 
gesetzte Form (2.) hat, und folglich haben sie auch alle folgenden; 
was aber die Zeichen 7 betrifft, so bekommt jedes km — vor sich, , 


‚wenn mı gerade, -+, wenn es ungerade ist, woraus sich denn die 


Zeichen der Produckte k® leicht finden lalsen. Man sieht leicht 

ein, dals, wenn die Produckte kb alle positiv genomnien werden, 
die Zeichen vor den Z Zeichen nach der Ordnung, wie im Lehrsatz 
angegeben ist, ‚ abwechseln; denn bis auf k®b. ist ‘es richtig und dar- 


48 


aus folgt, wenn man auf die Entstehung von k®b sieht, daß eben 
diese Abwechselung bis k®b Statt findet u. s. £ Man sieht gleich- 


falls, dafs von jedem Produckt kb alle mögliche Combinationen 


vorkommen mülsen, folglich ist die hier aufgestellie Form von Zar 


die richtige, wenn einig se der ersten Coefhicienten von p diese Form 


haben; - dafs dieses aber der Fall ist, habe ich oben (vorl. Betr.) 


gezeigt. | N 


Ich werde nun zeigen, wie man aus der Form von £a® die Form. 


1 


einer entwickelten Funktion findet. 


y. 


} Aufgabe 


B 5 u N e" 235 3 
Es ist ein Polynom X = A—px-k,x’—kx’tkxt— ..— 
gegeben; man soll delsen Logarithmen in eine nach Potenzen von x 
fortschreitende Reihe entwickeln und den Coefficienten von x" , den 
ich cn nenne, bestimmen. 


% 


Auflösung 


J 


IRA + are —..); ‚es seyn ı--ax, Mi x ut u ; 


A 


= 


ı-+-a"x, u. s. w. die Faktoren von °, also | ik 
| n | 


lt Laxyähileı bar) Kill eo Kata” x) f; 


welches entwickelt giebt BUND N. 
IX = Bax — Zr. PEN... en ZU E  0 
AN 2 z a5 E 
welche Summen, und folglich auch die Coefficienten von IX Be 
den werden, wenn man (Lehrs. ı 38 ‚ka ks.. u stattpyk, k,,% 0. 
BR 


k substituirt; wodurch man erhält: 


>» 


r 


En u K4 pa nn Ky pr—2k pr3—....t R Br u No vn.» 
nAu Au-ı An—2 An. a TR | 
BED Srk.2)b 
a An—b+2 (AR 22 
Na .b+ b+2Ja—ba 1, t ‚uk I 
DT er 0 03) 
PR I ® @ o s eo ® 5 
& ® ©, & ” 
Wine: | Lehrsatz. 


Wenn kı da nten Coefhicienten einer in eine nach Potenzen 


| Ars x fortschreitende Reihe, DA — K,x -K, x’... 
A—px+ kr —..., so 


ten Funktion oX bedeutet, ‚wo X = 


ist, wer n ungerade, 


in entwickel- 


Ks = OA pr dnmrpAikpıma po dnmapa.k, pno3 
- dAn 12..n dAn<ı 1.2. .(B-2) dAn=2 1. 2.003 
+ AI39A. I yl p?74 - dn—49@A. k, Bi, 5 
Sein : ER (0-4) dAn—4 122..,(0-5) 
+ ba2pA.k} + di -3QA.kok, 
dAm—2. Tız dAn—z 
Bhf, Kb. poh,, & ihn 
.dAn—brı 1:2 ..(m-b) ' 
2 dn—b +20A zkab | 
dAn- b+2 (A) CHE 
-_ a4 dez bp SUR SKO b 
nr dAn=b435 A {A)03) 
m | du-b+4pAzkeb | 
ER dAn-br% A MED 
ms £bisn-g oder ’ 
x n—(b—ı) 


Pe 


$ 


.8 


a SR _ ; 22 .n Pi E27, Rh , 
50 E x ; N ” y ER #: ' 
'' Istn gerade, so werden alle Zeichen negativ. 
‘ 3 ; : 8 


Beweiıs 


* n . ” u ” . £ 
Bekanntist, dalskn—= __d 9X, darin nach der Differentiation. 


ä I 3 ” ndx” 
x 0 gesetzt; es ist leicht zu übersehen, dals dieser Differenzial- 


quotient, völlig entwickelt, ein Aggregat von p, k,,k, . . "und 
den Differenzialen von@A (d.h.X —=A gesetzt und dieses als ver- 


änderlich betrachtet) seyn müfse, und zwar von der Art, dals keine 


Produckte oder über die. erste steigende Potenzen dieser Differenziale 


vorkommen: ferner, wenn GA =1A gesetzt wird, muls dieses Ag- 


gregat oder Kn = ca werden; demnach mufs dalselbe diese Form 


haben: 


A QA.Fpe + a NoAfkp—e +... 4 d”7@Alcko pr—b a. 


N .dAus 
I tl do I.(I’kR 'b) 
dAn? 
| dep \E.(k® b) 
j & ' "dAn® | N 


Te 


dan‘ dam" 


” 


denn nur unter dieser: Form: ist. es möglich, dals GA =IA gesetzt 


gebe Kn= cn, wenn DA nur, wie dieses der Fall ist, in seinen 


Diferenzialen vorkommt, und diese nie unter sich.multiplicirt vor- 
) ; 
kemmen. Aus Vereleichuns dieses Ausdrucks nun, nachdem darin 
re) oO $) “w 
DA = .1A.vesetzt‘worden, mit.cn wird.n’, n”....£,-f, 4”... besammt, 


indem man f,f.:. in 2 Faktoren theilt, einen vor, den andern hin- 


ter die Z Zeichen.seizt und so ergiebt sich der 'Lehrs. 2, sehr leicht. 


„ 


y? 


Zusatz, 


> 


Auch ist, wenn auch p tunter die allgemeine Bezeichnung mit k 
gebracht wird hi N, 
Km wider Kr aan Y | 
| gab (AN)OD) | | 
wo die Sımme vnß=ıibs ß=n erstreckt worden mufs. 

wi = OR r EdPoK Ken “ya, m 

a TAaAaR, ARE)!" 

wo nvon ı bis ins unendliche oder bis ein. Dilferenzialquotient von 


BAG rd verändert werden muß. Für ß werden für jedes n 


alle Werthe genommen, die es giebt. 


4 


‚Dar aus folgt auch. 


DEE UIOAN UM a) 
| ah EN NE) ' 
wenn die Summen vonn = o an genommen wird. BE versteht sich 


daisfürn= o auch ß = owird, und dafs sobald n>0, A nicht < I 


1 


werden kann. 


Ehe ® ROM mb ; 


(AR (28) 


won B im Sinne der vor!. Frkl. genommen ist, und i in Rücksicht auf. 


b und ß Summirt wird. 


le PN Bu 


0 


Es sind a Gleichungen gegeben 


x — RK, xu-ı LK, u +K, xm—3,., SER: N 


und: X = o vom Grade n, darin die ie mit p, k, Kar. 2 
‚bezeichnet sind. Man soll zY’ findon. | | 
Auflösung. vosdı 1) K®) aD wo yundaı 


AD IE 1 


” 


a" 
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= 


beständig En bvon obis my veiindert" wird; daher 


Ey SI KM, . „Ex’m-b — — gy Kb | TEE 


(A Ri) ) 9) A ER 
x (# IE pa-b-i 
ER). 
wo b’ von e bisym-b geändert wird ; dieses giebt, wofern alle K und 
k verschieden sind, oder so betrachtet werden, wie dieses immer er- 
laubt ist: 
SV = Mgm-byP) ‚Kb. kb pm. 
(AM Sy X IBB) 


- Schlufs sfolge., 


(SV —E3 ca" IL „(B) ,y@ ) ((m- -b) PIE) KB DK (p? IP 
/ | pr m! Sbi-rb, 
x (Aa NRARE) 

Bo sey | Re 
ee ee v2 vr +..+G6=o 
n aus der Elimination entstandne Gleichung OY —o, so hat man 

oY = ee a Arte a H Sehe "RR .) x 
woraus folgt = z( SEX Jr JE | : 
ARE) | 


‘Diese Form ist sehr zusammengesetzt und echiaglich ist von ihr 


einige Erleichterung in der Rechnung zu erwarten, wenn sie auch 


völlig entwickelt wird. Sie setzt die völlig entwickelte Form von 


(2Y”)” voraus, deren 'Haupibestandtheile, wie ‚einiges. Nachdenken 


zeigt, Zahlen sind, welche anzeigen wievielmal gegebne ganze Zah- 


len Dingen dreien,. vieren u. s. w. auf verschiedne.Art so verbun- 


den’ werden können, dals die Summen derselben immer gleich ist. 


g \ 
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Der allgemeine Ausdruck solcher Zahlen ist aber keinesweges be- 


quem für die eng indem er auf der allgemeinen Entwickelung 
des Bruchs‘ — —— ‚beruht, wo x nach der Ent- 
(i—x2 asxs)ı—x4), .(1- 


velung- el gesetzt und dann die EEE Beihe: his zu einem 


TR 
gewilsen Gliede summirt wird. ‚Diese Summationen sind aber nur 
einfach wennn < 5 ist. Es sey N.die Summen von n ganzen Zah- 
len (und zwar pesitiven), A die Zahl welche anzeigt, ‚wievielmal alle 
kleinere ganze Zahlen als N + 2—n zu n Gliedern auf verschiedne 
Art so verbunden werden könhen, dals deren Summe = N sey. Ist 
nun n< 5 so läßst sich .A durch folgende Reihen bequem berechnen: 


I 


1% | für n.= 2 und 
Be 3:3,» 
wird 
ee ne Br SA E 
Diferenzenreihe von 
I | 0, 10,10; 
fürn=73 und 


EN 27,05, 6,7, 9910, 11,12,15, 14, 15, ı0 ” 


‘wird die Differenzenreihe vou 
Ai 11,21, 2.222570 RS 
| für und 
N = 4,5,6,7,8,910,11712,13,14,15,10, 17318,19,20,21 ‚24,25,25,27 
| wird die Differenzenreihe von 


Azioı1n2173 24 35.457538 m ı0 8 ı2 10 14 216 145: 


37.047 a ed 5 - De 3 2 2 2 2, 0 
Wirdn> 4, So werden sowohl:diese Reihen, als auch die all- 
gemeinen Ausdrücke von A zu zusammeugesetzt, um Erleichterung 
für die Rechnung, worauf es bier eigentlich abgesehen ist, zu ver-. 


| sprechen. hi 


F 
Y 
5 


x ne, 2m ae Lz w. m 
- a ni Ser; $ ß 
CR Be Fa; i . Be ‘ ; 


a ind ie RE A: TR 


PR 2 hann eine: 3 Aa Yazı 9 RL IM A Be Misyach Kai! / 
| de hier alr Odin alen 142° zu schen Sind. Hr 


an AIR Me a: ara aufein cn AN _ 


oler , Bl A vr oleren: er Bee 
my Tens di 


Nur cliec keiden ersten TATR 2cl 2 Zen NV 17 Z 2 RR, 
AM I Ge FL O4n- IE 172 


Fahl: und IE _ 


av. die kerclen YY le, mer), wen IT ll Rrestbe nd, 
h b’, die ‚beiden lelalen wa Yan men oder reg Av BE hä % 


A-NMN SALE resitiv. / 027 " ‚lem, der €, Kprenent der 
g Lech gr acht oder 


| | KL4F2G [z Le 8 sl. 
A. Ali IPLCLITU bay Yleich FL ungen di 2 , 


A 


ur die Maxima 1m li Mi. 
n im wenn der Ex Yır seht grade ih er, 


f 
nenn er ung radeissl norh ein — Lee) , M nd nl 
in jeden Bull: roch ein. ihr Lei AI AN : 0 et 
er Jehem a... 


WE Ei. ea PyR Ögperu 2 


kr SEEN TER Gonce ER 


+#+ Fr 
y für e bıesı Heim air, Ep eh he, 
BE Ft +%r we Pu & 


ae + m 
und der: ad ge BıLısıe, Jet | 


RR 5 RM Mmchhaene F- Ayche, £ IR 
chen aufeinander folgen inclem man ce Ar ngelagte Gl 


chung ler = Y Frren- dieser en, Aal } Leßann‘ cn 
Anzahl ru UA: gr als und niıht Frleiner alt“ 3 LEN - Se 
der Folge OR = Fe Rp EIRL.. UP m.1r4 4le0% e) 9% E- PLA. 


Fi Schi clte ae v BR parfinen er ea Bi 
er linen Feichen | , er die Anzahl der me a : 


und. a a er möglichen 8 Falle % an 
% NZ va 27 dheen Hockhen Yo a ER, man. I N 
nr unter denen doch EL 


Ken 7 


3 


BA NM 


7 der ger vr in a Mae. der Re 


\ * N E RR 1 

 Hennelben falten , oder um gehich oder Ley 62 5 i 
j „nen, d as Eine bay anelenır clas Andere BZ Lk 
a kommt albr an AL} elee ve | 


D Ann ahl dr Folg 222 | N 2 ine / 
a such zugleich der im a ars A Ze: | 
Au er nat Ag end dr En | 
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2 | Yaleo chic er “ 2 are ken. Onaluu % 
re Va ct adlf 2 Le ya | 


